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Vorwort 



Die Veranlassung zur Abfassung dieses Buches lag für 
mich in zwei Umständen. Erstens habe ich beim mathema- 
tischen Unterricht, den ich Schülern von mehr als fünf Gym- 
nasien und verschiedenen Realschulen ertheilte, vielfach erfahren, 
dass gerade solche Aufgaben, wie sie hier vorgelegt werden, 
Aufgaben, welche man auf den Schulen kurz unter dem Namen 
„quadratischer Gleichungen" begreift, mit grosser Vorliebe 
und besonderem Interesse gerechnet werden. Zweitens sind 
in den Lehrbüchern und Aufgabensammlungen die Aufgaben 
dieser Art nur in geringer Anzahl vertreten; die interessanteren 
finden sich in der bekannten Sammlung von M. Hirsch. Daher 
sind hier solche Gleichungen in Menge aufgestellt und zugleich 
die Methoden angegeben, durch welche dieselben möglichst 
einfach gelöst werden. 

Alle vorkommenden Gleichungen sind quadratischer Natur. 
Einfache Gleichungen sind nur des Vergleichs halber ausnahms- 
weise angeführt, und wenn auch sehr viele Gleichungen vom 
4. oder scheinbar von einem höheren Grade sind, wenn auch 
bei manchen Aufgaben mit zwei Unbekannten die Elimination 
der einen Unbekannten für die andere eine Gleichung liefert, 
welche über den 20. und selbst 30. Grad hinauszugehen scheint, 
so sind doch alle Aufgaben der Art, dass ihre Auflösung mit 
Hülfe quadratischer Gleichungen beschafft werden kann. Es 
kommt keine Aufgabe vor, zu deren Auflösung die Auflösung 
einer kubischen Gleichung erforderlich wäre. Oft wird man 
freilich nur durch eine geeignete Behandlung eine Gleichung 



VI Vorwort. 

höheren Grades vermeiden; sie lässt sich jedoch immer ver- 
meiden. Wife dies geschieht und wie man auf dem einfachsten 
imd kürzesten, oder dem allgemeinsten Wege zur Lösung* 
gelangt; zeigen die zur Auflösung gegebenen Methoden, welche, 
wie es mir dem Zwecke des Buches mehr zu entsprechen schien, 
den einzelnen Aufgaben beigefügt und nicht in einem besonde- 
deren Kapitel fiir sich allein abgehandelt sind. 

Im Allgemeinen sollten die Aufgaben so beschaflFen sein, 
dass man sie auf den Schulen schon zu den schwierigeren 
zählt. Leichtere Aufgaben konnten jedoch aus mehrfachen. 
Gründen nicht ausgeschlossen werden. Manche sind des Ver- 
gleiches halber oder der grösseren Vollständigkeit wegen 
angeführt, manche, um an sie die zu machenden Bemerkungen 
zu knüpfen oder auf sie die gemachten Erörterungen anzu- 
wenden, eine grössere Anzahl endlich, weil ich sie für inte- 
ressant genug hielt, unter den schwierigeren Aufgaben einen 
Platz einzunehmen. 

Ausserdem haben mich bei der Aufnahme und Aufstellung 
der Aufgaben hauptsächlich zwei Gesichtspunkte geleitet: erstens 
solche Gleichungen zu liefern, deren Bearbeitung dem Schüler 
Interesse gewährt; zweitens zu zeigen, wie vielfach, verschieden- 
artig und oft scheinbar schwierig die Aufgaben sein können, 
welche sich mit alleiniger Hülfe quadratischer Gleichungen 
lösen lassen. 

Interessant kann eine Gleichung sein vorzugsweise hin- 
sichtlich ihrer Form, oder hinsichtlich ihres Resultates und 
.insonderheit der Form ihres Resultates. Manche Gleichung 
hat in ihrer Form eine gewisse Symmetrie, sie ladet den 
'Schüler gleichsam ein, sie zu behandeln und ihre Auflösung 
zu versuchen. Bei manchen ist das Resultat ansprechend; 
der Schüler fiihlt sich für die Mühe der Auflösung belohnt, 
wenn er ein unerwartet einfaches oder seiner Form wegen 
eigenthümliches Resultat findet. Auch hinsichtlich ihrer Be- 
deutung od^r Anwendung , wie hinsichtlich der Art ihrer Auf- 
lösung können Gleichungen von Interesse sein. Dass nicht alle 
Gleichungen in jeder Beziehung interessant sind , ist natürlich. 
Wer jedoch die hier gelieferten Gleichungen näher ansieht, 
wird, wie ich hoffe, das Bestreben in dieser Richtung nicht 
verkennen; imd wenn ich die Worte eines vielerfahrnen Lehrers 
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und Professors, „er halte es für gai nicht leicht, eine 
interessan-te quadratische Gleichung zu bildend 
als gegründet anerkennen und für mich in Anspruch nehmen 
wollte, so könnte ich, ungeachtet aller Einfachheit des Gegen- 
standes geneigt sein, mir einiges Verdienst beizumessen. 

Was den zweiten Punkt, die Mannigfaltigkeit und Schwierig- 
keit der Aufgaben betrifft, deren Auflösung auf so einfachen 
Voraussetzungen beruht, so wird der Sachkundige gewiss 
zugeben, dass ich denselben in ziemlich umfassender Weise 
erledigt habe. Die Anzahl der in den Lehrbüchern und Aufgaben- 
sammlungen vorkommenden Aufgaben dieser Art ist jedenfalls 
nur eine geringe gegen die Anzahl der hier gelieferten. Diese 
beläuft sich mehr durch Zufall, als in Folge einer Absicht 
gerade auf 1000. Ursprünglich ging sie über 2500 hinaus; da 
jedoch eine solche Menge von Aufgaben für den vorgestellten 
Zweck zu gross und das Buch zu voluminös wurde, so habe ich 
über die Hälfte der Aufgaben gestrichen und bin der Ansicht, 
dass diese Reduction dem Buche um so eher Eingang verschaffen 
wird. Die wenigen Aufgaben, welche nicht von mir herrühren, 
habe ich, soweit meine Erinnerung und Notirung reicht, wenn 
sie nicht ganz allgemeiner Natur sind, an der Nummer mit 
Anführungszeichen versehen. Alle übrigen sind von mir selber 
aufgestellt. 

Für die Anordnung der Aufgaben sind die Schwierigkeit 
und Aehnlichkeit massgebend gewesen. Die Natur derselben 
brachte es mit sich , dass im ersten Theil imd in den beiden 
ersten Abtheilungen (A und B) des zweiten Theiles zunächst 
die Schwierigkeit und dann die Aehnlichkeit berücksichtigt 
worden und somit die Aufeinanderfolge eine stufenmässig fort- 
schreitende ist. In der dritten Abtheilung des zweiten Theils (C) 
und im dritten Theil ist die AehnUchkeit vor der Schwierigkeit 
in Betracht gezogen, und die Aufgaben sind gruppenartig 
aneinandergereiht. Obwohl eine ziemliche Sorgfalt auf die 
Anordnung der Aufgaben verwendet ist, hat eS wegen der 
Verschiedenheit derselben doch nicht vermieden werden können, 
dass ähnliche Aufgaben auseinandergerissen sind und leichtere 
Aufgaben zwischen den schwierigeren stehen. Aus diesen 
Gründen liess sich die Art der Aufgaben nicht immer mit 
wenigen Worten angeben und die üeberschriften in den 
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Abtheilungen des ersten und zweiten Theils können fast nur 
zur oberflächlichen Orientirung dienen. 

Die meisten Gleichungen sind in Buchstaben gegeben. 
Viele würden an ihrer Eigenthümlichkßit nnd an ihrem Inte- 
resse etwas verlieren, wenn sie rein numerisch wären. Nur bei 
solchen Gleichungen, welche für- die Losung auf verwickelte 
Formeln von keinem Interesse führen, sind ausschliesslich 
Zahlen angewendet. Bei manchen ist der allgemeine Fall in 
Buchstaben behandelt, und es sind besondere Beispiele in 
Zahlen hinzugefügt.*) 



Hoppenrade, im Februar 1868. 



E. Bardey. 



*) Soeben, als ich das Vorwort zu schliessen im Begriff bin 
kommt mir ein Buch" von Miles Bland, deutsch von Celsus Girl, zu 
Gesicht, welches den vielversprechenden Titel „sammtliche algebraische 
Gleichungen" hat. Ohne weiter auf seinen Inhalt einzugehen, bemerke 
ich nur, dass es im Ganzen 143 quadratische Gleichungen enthält, die 
zum Theil sehr einfacher Art sind; quadratische Gleichungen mit zwei 
Unbekannten etwa 60. Quadratische Gleichungen mit drei und mit 
vier Unbekannten kommen gar nicht vor. 



Bezeiclmimgeii und Abktlrzuiigeii, 



1. Die im Text vorkommenden römischen Zahlen I und II beziehen 
sich auf den ersten und zweiten Theil, die arabischen Zahlen auf die 
betreffenden Nummern der Aufgaben. Steht bei der Zahl keine I oder 
II, so ist die Nummer desselben Theils gemeint. 

2. Die Quadratwurzeln sind fast durchgehends nur mit einem 
Zeichen versehen, ihre Doppeldeutigkeit ist als selbstverständlich 
angenommen. Sie können in den Resultaten überall auch ebenso gut 
das entgegengesetzte Zeichen haben. — Ist für eine Quadratwurzel der 
Kürze halber ein Buchstabe, r oder /, gesetzt, so hat auch dieser meist 
nur ein Zeichen erhalten und seine Doppeldeutigkeit ist nicht weiter 
bezeichnet. 

3. Irrationale Grössen und Lösungen von Gleichungen haben 
bekanntlich dieselbe Benennung Wurzeln. Was gemeint ist mit diesem 
Wort, lehrt oft nur der Zusammenhang. Wo vom Fortschaffen einer 
Wurzel, von ihrer Mehrdeutigkeit oder der Wurzel eines Grades geredet 
wird, ist die irrationale Grösse gemeint; wo von den Wurzeln einer 
Gleichung geredet wird, sind es die Lösungen derselben. 

4. Das L. hinter jeder Aufgabe bedeutet Lösung oder Lösungen. 

5. Sind a und h die Wurzeln einer Gleichung, so ist statt der 
gewöhnlichen Schreibart 

»C| 3=3 a x^ "=■ h 
meistens kurz geschrieben 

Bei Zahlen kann das Komma nicht zu Missverständnissen führen, da 
kein Decimalkomma vorkommt. — Steht demnach als Lösung 

X = «, Va^ + ft«, 
so heisst das wegen 2. nach der gewöhnlichen Bezeichnung 

a?! = ß, a?2 = + VC? + 6*, a?3 = — K«* + Ä*. 



X Bezeichnuugeii und Abkürzungen. 

6. Aehnlich ist die Abkürzung der Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten. Statt der gewöhnlichen Bezeichnung bei einet Aufgabe 
mit zwei Unbekannten und drei Wurzelpaaren 

J7, = flf, X2 = </2 0-3 = 03 

Vi = *1 2/2 = *« ^3 = *3 

ist kurz geschrieben 

X = flfi, flj, a^ 

y = *n ^2» ^3? 
oder auch neben einander 

X = r/j, «2, «3 1/ = ffiy ^2, A3. 

. 7. Die oft vorkommende Abkürzung corr. Add. heisst correöpon- 
dirende Addition und bezieht sich auf I, 18. 
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Erster Theil. 



GleichTiiigeii mit einer Unbekannten. 



A. 

Beine quadratische Oleichnngen. 

1. (x + a + b) [x — a + b) + (x + a — b) {x — a — b) — 0, 

L.x = j/a^ — bK 

Gleichungen, welche ungeändert bleihen, wenn 
man x überall das entgegengesetzte Zeichen giebt^ 
könnea nur gerade Potenzen von x enthalten. 

So geht in dieser Gleichung, wenn man — x statt x setzt, 
das 1. Glied in das 2. und das 2. Glied in das ]., über, die 
Gleichung ändert sich also nicht. 

Bei der Auflösung solcher Gleichungen hat man daher nur 
auf die Glieder mit geraden Potenzen von x zu achten, 
d. h. bei quadratischen Gleichungen nur auf die Glieder mit x'^ 
und die ohne x. Die Glieder mit den ungeraden Potenzen von 
X fallen von selbst fort. 

Gleichungen dieser Art sind 1., 2., 6., 7. u. s.w. Genauge- 
nommen gehören alle reinen quadratischen Gleichungen hierher, 
doch lässt sich das nicht immer sofort übersehen. 

2. [a + x) [b + x) + [a + x) [b — x) + [a — x) (b + x) + 
[a — ^) (^ — o;) == c. 

L. o; = oo*). 

3. [a + bx) [b — ax) + [b + ex) (c — bx) + (c + ax) 
[a — ex) = 0. 

L. a: = + 1. 

Auch hier, wie in 4. und 5., lässt sich leicht übersehen, 
dass die Glieder mit x sich fortheben. 



*) Vgl. ll'3. 
Bardey, Alg-obraischc Glcicliung-en. 1 



^•^ = /277i 



2 A. Reine quadratische Gleichungen. 

4. [a + hx) [ax — fe) + (ft + ex) [hx — c) + (c + ax) 
{cx — a) = \[a^ + h'^ + c2). 

a+h+c 

^~y2{hc + ac + ab) 

5. [a + x) {b — x) + [l+ ax) (1 — hx) = (a + 6) (1 + or^). 

^ ^ — y (« + !) ^Ä+i) 

6. [a + x)[h + x) [c — x) + [a+x)[h — x) (c + x) + [a — x) 
{b + x)- {c + x) +{a — x) [b — o:) (c + x) + (a — x) [b + x) 
[c — x) + [a + x) [b — x) [c -^ x) = babc, 

bc 

(fl +V+C) 

7. (a + x){b + x) [c + x) +[a + x) [b + x) [c -- x) + [a + x) 
[b — x) [c + x) J^[a — x)[b + x) [c + x) + [a + x] [b — x) 
[c — x) + (a — x)[b + x) [c — x) + [a — x) [b — ä?) (c + a:) + 
(a — x) [b — x) [c — x) = %x^, 

L. a: = yabc, 

8. [a + bb + x) (5a + h + x) = 3(a + & + x)\ 

Hier, wie in 9. — 11., übersieht man leicht, was für Glieder 
vorkommen , kann dieselben also bei der Auflösung der Klammern 
zusammenziehen und das Resultat hinschreiben. 

9. [a + bb + x) [ba + b + ^x) = 4(a + 2b + x)\ 

L. x = ]/{a — b) (a + IIb). 

10. (9a — 7b + 3x) (96 — 7a + Sx) = (3a + Sb + x)^. 
L, x = j/9a'^~ 14a6 + 9b\ 

11. (a + 176, + x) (17a + b + x) = 9{a + b + x)\ 
L. x = ]/a'^ + 34.ab -M^ 

Für die Aufgaben 12. — 17. wird der gewöhnliche Weg durch 
Gieichnamigmachen etc. der einfachste sein. 

13. £^ + ^+-| = 2c L.a:=/^ 

a?+la? — 1 r c — 1 

14. —^ — = — ^ L. x = yab 

a — XX — ' 

15. ^^ = £^jHLi* . . i,.^^+l 

n -X" ox c + ax — 



c 
d 
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16. "-" Lni^ L. « = + 1 

1 — ax = b — X 

17.±Zl^=*:=f '. .L.a: = ±l 

1 — ax 1 — öx 
'■^- a: + a — 2b b + 2a — 2x '^ ^ 

Man betrachte die Gleichung als eine Proportion und wende 
den Satz von der Addition und Subtraction der Glieder an. Das 

giebt zunächst ^ = ^^J^y 
Ist nämlich ^ = t 

n 

so ist auch a) -^-^ = ^^ 

,. A + B a ± h 

^) -J— = -r- 

» A a 

^> A ± B ~ a±b 

und allgemeiner 

,^ m^-f"**-^ nia-\-nb 

' pA-\'qB^~^pa-\-qb 

®^ :ff^ "" b~~ 

p. A a 

V) — -j-i B = i T "• S. W. 

' pA^qB pa + qb 

WO w, n, p und g' beliebige Grössen sind. — Nach der Thesis 

A B 

muss — = -r sein. Setzen wir dies == X, also A = ak, B = bX, 

a o 

so werden die Gleichungen a) — f) identisch. 

Dieser Satz wird im Folgenden häufige Anwendung finden. 
Das durch ihn vermittelte Verfahren soll correspondirende Ad- 
dition (corr. Add.) heissen. 

Hat man rechts c statt — , so schreibt man — . Dann ist 

b 1 

A c 

— z=c^=^, woraus man schliesst 

B 1 

A + B c+1 A + B c + 1 ,. 

:i^ = r^i' -^ = -Y- = c + lu.s.w. 
Hat man rechts + t/— , so schreibt man , ,^ . Dann hat 

-^ y b +yb 

man -5^ = , ^^ . Daraus 
^ ±Vb 

A+B y^tVb' 

— ^ =! ^pz r7= n. S. W. 

A—B YäxVb 

1* 



4 A. Reine quadratische Gleichungen. 

Wegen der vielfachen Anwendung dieses Satzes bei den hier 
gegebenen Aufgaben mögen noch folgende Beispiele zur Erläu- 
terung desselben hier eine Stelle finden: 

1. - - --- = — ^—Ty also o: = 7- 

X — 1 n — 

t^ 1 — X 1 — n 

Q a-\- X m ' a •\'h '\- Ix w + " 

^ X n a — b m — n 

a-\- h . n — h m -^ n ^. 

^ ~ 2 ~ "^ ~~2~ ' m — n ^ 

ä a — X m 1 a — h — 2x m — n 

4. 7—. — = -, also J-- = —77-, 

a — h «4"^ ^ — ^ 



X 



2 2 wi + w 



r a — X I fl + & — 2a7 e 

5. r = c, . also — ' — - 



X — b * ' a — b r"-|-l* 

«4-6 a — b c — 1 
^2 2 r+1 

6. - - = 7-, also - := — '— r- 

u — V V n — 

Aus dem Verhältniss der Summe und Diffe- 
renz zweier Grössen kann man das Verhältniss 
der Grössen selbst hinschreiben. 



7. '!^-^ = ^- . also 'i+-'' = V-^- 

11 V b u — V r a — 2o 

Hier hat man zunächst — -^ — = ar» daraus ,-• — r^S^— 
= -i "t. .letzt radicirt. — Aus dem gefundenen Resultat folgt 

a — 26 ° 

nach 6. sofort 

M ya + 2b + ya ^2b 

V ya + 2b — y^-^'Tb 

Daher der Satz: 

Aus dem Verhältniss der Summe der Quadrate 
zweier Grössen zu ihrem Producte kann man 



an — bm. 
*) Direct würde man finden a? = * Diese Form ist häufie 

nicht so brauchbar, wie die oben gefundene. Aehnliche Verschieden- 
heiten in der Form des Resultats finden in den beiden nächsten Num- 
mern statt. 
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SO fo r t (las Ve rh alt iiiss der Summe dieser Grössen 
zu ihrer Differenz und somit das Verliäitniss 
der Grössen selbst finden. 

o ?^* + "u + «2 a uA-v -»/'^a — b 

8. -2 T~2 = T> ^voraus — ' — = V —. 

u^ — Mü + ü* b u — V r 3b — a 

Wer nach der corr. Add. in diesem und in ähnlichen Fällen 
das Resultat nicht sogleich hinschreiben kann, der suche zunächst 

immer " ' ^ und daraus nach 7. erst " . — So hat mau 

UV u — i; 

,. M^ + v* ö -j- ft u^-{-v^ « + Ä u^^jj^^'fjiv Sa — b 

^^^ UV a — b' 2ut; 2a — 26' ü^ + v^^^2^ 36 — a 

u. s. w. — Aehnlich verfahre man in den folgenden Aufgaben. 

9. - ' — - = -Ty >voraus —^— = V -rr 

UV b u — V f a — 40 



10. 



46 
36 



{^u — ü)* a u-\' V 7/ ^' ~l" 

UV b* " u — V y a 

-^ «^+Mü+w* (i u-\- V 1 / a + 

ii. . — . , ;y — 1/ 

UV 6 u — V r ^a — . 

19 ["^7_*!^ — ü~l" ** - l/ ^ 

^^- M2_f."i,2— 6' '» u-^v^~ y 'ib-^a 

^ q w* — MU + ü^ a " "i~ ^ 7/ ^'^ 

(m + ü)* 6' ** 2< — v r ^a — 6 

I ^ j 3m* + 2«o + 3^2 /^r u -^ V 1 / 46 — rt 

27/2 + ^«" + 2«' ~~ 6 " 2* - ü /^ 7a — 86 

Man quadrirt hier nämlich, multiplicirt im Nenner mit 4 und 
bildet den neuen Nenner aus der DilTerenz des Zählers und des 
Nenners, Das giebt 

(w2 + u2)2 — 4M2t;« «2 — 46«' 

Jetzt ist nur zu radiciren, um die angegebene Formel zu 
erhalten. — Sind u und v zwei Quadratwurzeln, so sind 

die Wurzelzeichen im Quotienten -^ ---^ verschwunden. 



m2 t;2 



16. T/-^ = X» daraus — '— = 7/ , .., ' 

y UV b u — V y a^ — 462 

Man verfährt ganz wie in 15. 

Auch in den nächstfolgenden Aufgaben (19.— 22.) findet das 
Verfahren der corr. Addition zweckmässig seine Anwendung. — 



Q A. Keine quadratische Gleichungen. 

In maochen Aufgaben wird durch Anwendung der corr. Addition 
ein Factor sichtbar, durch dessen Fortheben sich die Gleichung 
vereinfacht (29. — 35.). 

19. «_+i^ _36-«+5 . L,x = }/a^+12b'^ 
Durch corr. Add. erhält man zunächst ^"/T^ = 

40 X — a 

Qi a—^lb + x ß + 6Ä + a? , ,/— o — i — 51 — I — i^ — 77» 

7a — b — X oa-^b-f-x ' 

OO 3« — 26 + 3a? a? — « + 26 , /— ;^ ; — — 

23- a-26 + a. = 30.-3^+26 L. a; = /«(« + 6. 

Bei dieser und den folgenden Aufgaben (bis 28.) wird man 
wohl durchweg am einfachsten zur Lösung gelangen, wenn man 
die Nenner fortschafft und die gleichartigen Glieder zusammen- 
zieht, also den gewöhnlichen Weg einschlägt. 

oj 3a — 26+ 3a? a? — 7a + 86 , ,/-ö ^,-s 

a — 26 + a? Zx — 5ö + 46 ^ 

oe 5a — 66 +a? 3a — 56 + 3a? , _/7 -rr-, \ — 7nx 

26. ° + ^-^ _3(a-|^ L.a; = ^«^_«6+J» 
3a — o — 3a; a — oo + a; ' ' 

g- 7a + A — a; 3(a — 6 + ^) i „ 7/~2~i — Di — ■ ■ . •, 

28- ^ °-/ + ", = '^'r~f + "^ L.a: = /«^_U«6 + i' 

2(a + 26 — a?) a+116 — a? ^ ^ 

OQ 7a — 6+ a? a(a + 56 + a?) , ,/ » . „. — ; — ■ , ^ 

^^- ifÄ d— = I ,e xk\ . L. a; = X/a^ + 34a6 + 6^. 

76 — a-f-x 6(5a + 6 + a?) '^ ' t^ " • 

Durch corr. Add. hat man hier zunächst (nach 18.c) 

7a — 6 +a? a(a + 56 + a ?) 

8(a — 6) a« — 6« + (a — b^x' 

{7 a — b + x) {a + b + x) ~8a(a + 5b + x) u. s.w. 
Aehnlich kann man bei den folgenden Aufgaben (30.— 35.) verfahren. 

of\ a?+3(a — 6) ö(3a? + 9a — 76) • /;r-ö n — ; — t-tt-t, 

31. ^ + °-? = °;^ 1 ^ ti!;i ■ L.x = / a^+10ab + b^ 
X — a-f-b 6(a? + 5a + 6) '^ r*vf^t/-i-v 
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^^- \5ft-3a + x/ 76-9a+3a; '*' ^ ^ 

33 ( a + bb+a^ y ^^+176+^ L. o. = /«'^ + 34aft + 6^ 
•^*^- Vöa + ft+o;/ na + b + x ^ 

"^^'Klb — a + x/ a+llb-x ^ 

^*^- ß + 17ft-a; Ä«(17ö+6+a?) '^ ^ 

oß (a; + 7« + 6) (o; - fl + «>) x — ba + b 

^^' (5a? + 3fl-116)(a? — « + 176) 5a? + 7a - 596 

Man entwickele und bilde nach 18. f 

A a 

bA — B ba — b" 

.WO, wie oben in 18., die Grössen A^ B, a, h dit Zähler und 
Nenner der Brüche auf beiden Seiten der Gleichung bedeuten. 
Dann geht das x im Nenner fort und es hebt sich der Factor 

32 [a — 2b). 

(1 + 3a? + bx^) (x^ + Sx+6) _ 9 
^** (l + 2a? + 3a?2) (a?« + 2ar+ 3) 4 

L. a: = + 1. 

Man kommt schliesslich auf x^ — 2a;^ + 1 = 0. Daraus 
durch Radicirung x^ — 1=0. 



yZx^ — l-Vs—x" * . y a^-ab + b^ 

Man wende corr. Addition an und quadrire etc. — Aehnlich 
verfahre man bei den folgenden Aufgaben (39. — 44.). Ist die 
Wurzel fortgeschafft, so kann man noch einmal corr. Add. anwenden. 

1 /1 + ^' + ^'^-'^'' ^ ^ L a; = 7/ ~*^M^' + >') 

^n^T^ + fl^^^ 6 ■ ■ y a* + 6aH^+b* 



g A. Keine quadratische Gleichungen. 

44. /^£+^!Z^ = -;. . L. o; = /(ü-h '').» -FI^E^ 

Sind statt a und 6 gebrochene oder grössere gaoze Zahlen 
gegeben, so wird die Rechnung ^m einfachsten sein, wenn man 

(^^-J*= c setzt, erst c berechnet und daraus ]/~~n' ^^^ 

Auflösen der Potenz würde in solchem Falle die Rechnung nur 
umstäudlicher machen. 

45. a ]/m + X — b}/m — o: = ]/m [a^ + h '') 

Bei dieser und den folgenden Aufgaben sind die Wurzeln 
durch Quadrireu fortzuschaffen. Welche Wurzelgrösse man zu- 
nächst am zweckmässigsten isolirt, hängt von den Radicanden ab. 
Es muss sich nach dem Quadriren möglichst viel fortheben und 
nur noch eine möglichst einfache Wurzelgrösse übrig bleiben. 



46. /4« + b — ^x — 2ya + b ~2x = j/b 
L. X == j/ab ^ 

4tl, f/3V^'2r+ 2x — j/3^ —2b — 2x = 2/ 
L. X = ]/2'a {a — b) 



a 



48. \/2a — b + 2x~ j/lOa — 96 — 6a: = 4./a — b 

L. X ==■ j/a {(i — b) 

49. /3a — 46 + 5~x + j/x— a = 2}/x'+~7i 

L. x = ]/a'' + b' 



.50. j/3a — 4 6 + 5 X — j/x — a = 2j/2 [x — b) 
L. x = -/^^~+~b~^ 

51. y^x — Sa + 46 + j/Vx— Sa — Ab = 2j/x +~a 

L. X ---• l/ä^Ht^^ 

52. j/2a + b + 2^ + j/lOa + 96 — 6a; = 2j/2a + 6 — 2a; 

h, X = l/a (a + 6) . 



53. 2'l/2a + 6 + 2a; + /lOa + b — 6x = j/lOa + db — Gx 
L. X = l/a {a + 6) 



A. Reine quadratische Gleichungen. 9 



54. y2a — rdb + Ux + y3{b — 2a+2x)c=2j/2a — b + 2x 
L. X =:]/a'^"^-^ah + b- 



X 



55. /3 (7a + ö + o;)— ]/f( + 76 — a;=2/7« + b - 

L. x = }/a^^ + Uab + b'^ 

56. ]/ (a + x) {b~+ x) + j/{a ^ x) [b — x) =}/[a + x)Jb~—\x) 

+ j/(a — ic) (& + 07) - " 

L. 07 = 

Die Gleichung lässt sich, indem man das 2. und das 3. Glied 
umstellt, auch so schreiben: 

j/a + X (j/b + X — f/b — x) = j/a — x (j/b + x — }/b~^ x) 
Um diese Gleichung zu erfüllen, kann man setzen 



1. ]/a + 07 = j/a — 



X 



2. j/b + X — j/b^^ x = 
Das nennt man eine Gleichung zerlegen (vgl. 92.). ßeide 
Partialgleichungen (1. und 2.) liefern hier dieselbe Lösung, x =0. 

57. X + j/{x — a) (x — &) = j/x [x — «) + j/x {x — b) 
L. ir f=: oo (vgl. 113.). 

Auflösung wie in Nr. 56. Die Partialgleichungen werden hier 

1. j/x — ]/x~^^^a = 2, Yx — j/c^^^ = 

Beide liefern denselben Werth für x. 



58. l/(a + x) (x + b) + -/{a — x) (x — b) = 2j/ax 

h. X = j/ab 

Man kommt nach Fortschaffung der Wurzeln schliesslich auf 
x^ — 2abx^ + a'^b'^ == 0. Daraus folgt durch Radicirung 
x"^ — ab = 0. 



59. j/{a + x) [x + b) — ]/[a — x) (x — b) = 2}/bx 

L. ic = l/a b 

60. j/x [a — x) — j/x (a + x) = ^a (2 x -^a) 

h. x = ^al/2 

61. j/x [a — x) + f/xia + x) = j/a {2x + a) 

L. x = ^a'l/2 

1 , 1 __, 2x 

^-^ i + nrr-'ic i~y~i-^ 9 

L. o; = + 3 



10 A. Reine quadratische Gleichungen. 

63. /l - x^ = 2aö- -^,j^^-^-^== 

L. x = aj/l — ^2 + 6/l — «2 

Die Wurzeln aus dem Nenner im 3. Gliede forlgeschafft, 
erhält man rechts ab — "/{l — a^) (1 — b^). Dann lässt sich 
schliesslich aus 1 — (ab — f/(l — a^J (i—ft^))^ = a^ (1 — ^2) 

+ 62(i_«2)^2aö /(l — a2) (1 — 62) die Wurzel ziehen. 
— Man kann auch trigonometrisch lösen und setzen 

a = sin a b = sin ß a: = sin | 

Das giebt nach einigen Reductionen 

cos 5 = sin a • sin /? — cos a • cos ß 

= — ^os ja + ß) = COS [tt + (g + ß)] 

Also g = TT + (a + /S) , mithin 

sin ^ = + sin (« + /S) = + (sin a • cos j3 + cos a • sin ß) etc. 

n » a? -f- Jwäc , ö + Vax x — a 

64. —y7=^ H — 



a — Yax X — Vo, 



X 



L. ,r == + ö 

Man mache gleichnamig. Der gemeinschaftliche Nenner ist 

a (y^ — }/x) y X == (a — Yax) j/ax = — a (x — f/ax) 

pg y {a + x) (x +T) + VW^=^x) (X - b) ^ /^ 
* K(ö-+ a?) (x + b) — y{a — x)(x — b) Y b 
L. o; = f/a b 

Man quadrire, wende corr. Addition an (18. a], hebe durch 
a -f- 6 und quadrire noch einmal etc. 

aa j Aa — '^b + 2x _ (Kä + y^ ja — b))^ 
Y ^a—2b — 2x~ 2b — a 

h, X = y2 a (a — b) 

Man transformire die rechte Seite der Gl. in 

V ^ + V2 {a — b) 

quadrire dann, wende corr. Add. an u. s. w. 



61. f/a + X + fa — x = p'2a 

Man erhebt zur 3. Potenz nach der Formel 

(m + v)^ = M^ + r^ + 3uv (w + v). 
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Das giebt 

■{a + x) + (a — x) + 3fa2_^2 . f/2~a = 2a, 
d. h. ^«2 _^2 = etc. 

68. }^^^+lc + y^T^^. = 2f a 

L. a; = / 

69. y[a + xf — ^a'^ — x'^ Vr y[a — xf = Ya^ 

L. a: = 

Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nicht verschie- 
den. Je nachdem man 68. oder 69. in die identische Gleichung 

yi^':\r^^ + ^(a — xf = 2« 

dividirt, erhält man nach dem Satze 

u^ -\- v^ = {u -\- v) (m^ UV -\- v'^) 

69. oder 68. Die Gleichung 68. ist leichter zu lösen, man wird 
daher 69. auf 68. reduciren. — Man kann 69. auch mit p^a + x + 
^a — X multipliciren , so erhält man ebenfalls 68. 

' fi,a + o?)« - |/^-=^ + |/(« — xY 

, -1/3 — c 

L. X ^= ac 1/ 7 

f 3c — 1 

a. Dividirt man die gegebene Gleichung in die identische 
Gleichung 

f/{a + x)^-f/{a- -xy ^a, 

|/(a + x)^ + yi^^w « ' 

SO erhält man nach der Formel u^ + v^ = {u + v) {u^ + uv + v'^) 
sofort 

. . yä~+ X — f/a — x ^ 

^"^ |/^+^ + y^^ic ~ ß^ 

Wendet man jetzt corr. Add. an, kubirt und wendet aber- 
mals corr. Add. an, so ist x gefunden. 

b. Ein oft zweckmässigerer Weg bei Gleichungen ähnlicher 
Art ist der, dass man durch corr. Add. aus jcler gegebenen Glei- 
chung direct zunächst den Ausdruck links in (a) sucht. Nach 
18. 8 erhält man 

iß) fJS- -ti^ = j/izi. 

^^ ya + x + f/a — X y-dc—X 
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Multiplicirt man diese Gleichung niil der gegebenen, so erhält 
raan sofort - 

c. Auch aus der Gleichung (/?) kann man x direct leicht 
entwickeln. Man behandelt die Gleichung, wie es in ^. in Bezug 
auf die Gleichung [a] angedeutet i»t. Das liefert sofort [y), 

d. Dass man auch auf dem gewöhnlichsten Wege aus der 
gegebenen Gleichung leicht x findet, übersieht man wohl. Man hat 

(c — 1) [y[a + xY + yV^^^'] = [c + 1) Ya^ — x'^ 
Diese Gleichung ist nach 67. von ihren Wurzeln zu befreien. 



"•//H^i+K^i-J= 



L. X = — -—. // - 

c — 1 / c 



— 2 

+ 2 

Kubirt man direct nach 67., so fallen zwar die Wurzeln so- 
gleich fort, aber man erhält 



^-/l 



wobei mau nicht so schnell übersiebt, dass der Radicand sich 
noch vereinfachen lässt. Man hat nämlich: 

c3 — 3c — 2 = (c + 1)2 (c — 2) 

c» — 3c + 2 = (c — l)2(c + 2). 
Die Auflösung nach 70. b liefert direct den einfachsten Ra- 
dicanden. Man hat mit Hülfe der corr. Add. 

(ccr- „,_ ^ = C, also \ - -TT^— — 3/- =— ^ - 

iß) ^- = TT, also '^=rr: -.,-^ = = 1/ — T"^ . 

^'^ 2^1=^^ 2 f/i+x+f/i-x r c+2 

Die Multiphcation der beiden zuletzt gefundenen Gleichungen 
liefert x, 

f (1 + ccY + ;^(i"=^ _ 



72. 



1 + C / 



Hier ist ebenfalls der in 71. angegebene Weg einzuschlagen. 
Man muss zunächst mit Hülfe der corr. Add. auf die Gleichungen 

(a) und [ß) zu kommen suchen (vgl. 18, 12). 
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73. ya + x + fa — x = yc 

L. X = \ [a '+ c) j/ —, 



— c 



Sc 

Man ditidire den Kubus der gegebenen Gleichung durch die 
identische Gleichuns: 



j/[a +x)^ + yia— x)^ = 2«. 



Das giebt mit Fortlassung des gemeinsamen Factors j/a+x + ]/a — x 

y{a + ct)2 — p^a^ — x^^ + /(^- ^)« ^^ '-^^ ' 

liieraus folgen, wie in 71. mit Hülfe der corr. Addition die 
Gleichungen 

f{a+xf + f r^^^=^^ + ^(7=^^ ^ aJr c 
f/{a + xj^ — f/ä^'-^x^ + f/{a — x)^ ~ 3a 

fß + a; — i/a — x /ö 
' y __ -j/ Sa — c 

Die Multiplication dieser beiden Gleichungen liefert - 

Schafft man die Wurzeln durch Kubiren fort und sucht x 
in der gewöhnlichsten Weise, so erhält man, wie in den beiden 
vorhergehenden Aufgaben, nicht unmittelbar den einfachsten Ra- 
dicanden. — Dasselbcx gilt von den folgenden Aufgaben bis 80. 
Man hat den hier bei dieser Aufgabe oder in 70. h oder bei 71. 
angegebenen Weg einzuschlagen. 

74. f (^T~^P - ya' — x'' + y[a — xf = |/^ ^ 

^''' — —3^2— y — 3— 

75. |/« + X + y^— X = y^r^^2 

L.^=(a+ c) y^~^- 

76. (yicT+lcj^ — y[a — x)') (^7+^ — f 7=^) = c 

77. (yi^'+icY + Via - x)'') (^«~+r^ + ^/;r=^) = c 

L. X = [a — c) y ~-^ — ~ 



-M I 
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(fl + x) ya — X — (a — x) ya -\- x 

78. 3/— r— 3/ = c 

va -|- a? • — ya — x 



L,x=[a+ c)]/^^ 



+ Sc 

Hebt man links durch den Nenner, so erhall man die Glei- 
^chung 75. 



79. 



(fl -(- x)ya -\-x — (fl — x) ya — x 



.3/ — i — 3/- 



ya -4- X — y a — x 
L.« = (a-c) j/J^ 



c 



c 
■a 

Auch hier ist wieder der Zähler durch den Nenner theilbar. 



80, 



(y{a + x)^ — |/fl« -x^ + f{a — x)^y _ 
p^a + a? + ^a — a; 



3c 

Man dividire die gegebene Gleichung in das Quadrat der in 73. 

benutzten identischen Gleichung f^{a + x)'^ + f/(a — x)^ = 2 a, 
so erhält man ^ , 

Man zieht die Kubikwurzel und löst weifer wie in 73. 



81. 



{^a + a? + -p^a — a?) 
ya + X -\-Va — X 

L. ir = 



1 +2c — c« 

Mit Hülfe der corr. Add. kommt man leicht zum Ziele, indem 
man zunächst ^ . 

y^ a + a; + ^ß — x 



— t/a — X '^ ' 



f/a + x-f/a^x r 2—c 

sucht. Daraus folgt durch corr. Add., Erheben zur 4. Potenz 
und nochmalige Anwendung der corr. Add. 



X Sy2c—c^ 



u. s. w. 



a 4 + 8c — 4c2 

Auch auf dem gewöhnlichsten Wege durch Fortschaffen der 
Wurzeln gelangt man zur Lösung. Man bestimmt zunächst ^«'^ — x'^ 

82. (j/x + a + Yx — af (j/x + a - ^^"^^) = 2c 

fl* -|- 2ac — c* 



h. X = 



2y2ai 



c 



2 
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Man schaiTe alle Wurzelo fort. Oder man dividire die ge- 
gebene Gleichung durch die identische j/Jx+~aj* — y^(x — «)*= 2 a. 
Das giebt 

(p'x + a + j/x — aY £^ 

p^r+^ 4. ^(^ _ a)2 ~ T 

Durch corr. Add. kommt man jetzt leicht zum Ziele, wie in 81. 
angegeben. 

go f^ + a + p ' x — a _ f}^r+~a + l^^S^^)^ 

1- c* + 2flc — a* -t/ a 

L. X = — ' — 1/ 

2c f 2c — a 

Man multiplicire die g.egebene Gleichung mit der in 82. an- 
gegebenen identischen Gleichung. Das giebt 

Vx + a ^- Yx — a ^ 

Dann weiter, wie in 81. oder 82. 



YoUständige quadratische Gleichungen einfachster Art. 

84. «2 + 62 + a:2=!l — 2abx 

L.x = — ab +]/[! — «2) (1 _ h'i) , 

Diese Gleichung hat eine trigonometrische Bedeutung. Sind 
die Winkel eines Dreiecks cc, ß, y, so muss, wenn man 

a = cos cc b = cos ß ' 

setzt, a: = cos y sein. Dies folgt auch schon aus der bekannten 
Relation 

cos a2 -f. cos /32 4- cos y2 _|_ 2 cos a • cos ß • cos y = 1 

85. «2 +, b^ + x^ = 2ab + 2ax + 2bx 

L. x = a + b + 2 yäb 

86. {a — xf + {x — bY = {a- ft)2 
L; iCj = a , X2 = b 



10 B. Vollstäntligo quadratische Gleichungen. 

Ist eine Wurzel einer quadratischen Gleichung rational, so 
muss es auch die andere sein. Kann man daher eine Wurzel 
erkennen, so wird sich die andere meistens von selbst ergeben. 
Damit ist dann auch die Auflösung der Gleichung beschafTt (s. 92). 

87. (a — xY —[a^x)[x — h) + (x - ft)^ = [a — b)^ " 
h, x^ = a, X2 = b 

88. a^{a — x)^ = b'^{b — xf 

T 1 7 fi^ + b^ 

L. o?! =^ « + b, Xn = r-r 

Ohne die quadratische Gleichung aufzulösen, gelangt man 
hier durch Radiciren leicht zum Ziele. 

89. a'^{b — x)^ z=zb'^[a — xf 

Lj. Xa ■ v/j Xn • I 7 

(a - xY + (^ - ^>)' _ f^!±ü 
(« + 6 — 207)* ~ (rt + 6)« 

L. Ä*! = 0, cTj = ö + 6 , 

Man übersieht hier leicht , dass a: = der Gleichung ge- 
nügt. In diesem Falle kann die Gleichung kein Glied ohne x 
enthalten. Man hat daher bei der Entwickelung nur auf die 
Glieder mit x'^ und x zu achten, die bekannte Grösse muss von 
selbst verschwinden. 



91. 



(fl — xf + (a? -- hY _ a^jrj^ 
\a — a;)« ~ (o; — hY «« — /!>« 
I ^ 2/;/^ 

1j. X\ • \Jm Xn \ T 



92. (öfc — a;) (o; — ö) = (a — o;) (c — x) 
L. ir^ = a, ojj = -J-lö + c) 

a) Der Gleichung wird genügt durch a — a: = und durch 
X — b = c — X, Man kann also an die Stelle der gegebenen 
Gleichung die beiden setzen: 

1) a — X =^0. 2) X — b = c — X 

Die Lösungen dieser Gleichungen müssen zugleich die der ge- 
gebenen Gleichung sein. Diese ist damit zerlegt in die Glei- 
chungen 1) und 2). 

b) Ist die Gleichung auf gebracht und sind die Factgren 
des linken Theils bekannt, so ist damit auch die Zerlegung der 
Gleichung gegeben. So zerlegt man 

(« — x) {b — x) = 
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in l)a-'X = 0, 2)b — x = 0; 

denn nur auf diese Weise kann der Gleichung genügt werden. 
Es sind also die aus den Gleichungen 1) und 2) sich ergebenden 
Werthe für x die Wurzeln der gegebenen Gleichung, x^=^ a 
und X2 = b, 

c) Hat der linke Theil der auf gebrachten Gleichung mehr 
als 2 Factoren, so liefert jeder Factor, der x enthält, =0 ge- 
setzt, eine Wurzel der Gleichung. Die Gleichung 

x{ax ^^ c) [mx + n) (a: — p) = 

zerfällt z. B. in die 4 anderen 

1) a: = 0, 2) ax — c =! 0, 3) mx + n = 0, 4) x — p==0, 
muss demnach die 4 Wurzeln haben: 

CC. == X^ = — Xo= Xa= p 

d) Hat eine Gleichung, gleich viel ob sie auf gebraucht 
ist oder nicht, einen Factor x, so muss sie auch eine Wurzel 
haben. So liefert die Gleichung 

ax^ -\- bx = 
die Wurzeln 

ÄTi = und 0:9 = ; 

*■ ^ a 

denn sie lässt sich zerlegen in 

1) a;=:0 2) ax + b = 0. 

Die Gleichung 

ax*^ — bx = cx^ — dx 

würde sich zerlegen lassen in 

1) a: = 2) ax — b^=cx — d, 

und folglich die Wurzeln liefern 

b — d 



oc^i=:0 X 



2 



a — c 



Die Lösungen der folgenden Aufgaben (93. — 104.) werden 
nach diesen Erörterungen leicht hinzuschreiben sein. 

93. x^ — ax = L, Xi = 0, X2 = a 

94:, x^ = {a + b)x L, Xi = 0, X2 = a + b 

95. x'^ + {a — x)'^ = a^ . . . . L,Xi = 0,X2 = a 

96. x^ + {a — xY = (a — 2a:)2 . . L. iTj = 0, 0:2 = « 

97. (a — xY + (^ — ö)2 = «2 + ft^ h,x^ = 0,X2 = a+b 

Bardey, Algrebraische Gleichungen. 2 
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98. (a — x) (x — b) + ab = . L. x^ = 0, X2 = a + b 

99. (a — x)^ — {a—x){x — b) + ix — b)^ = a^ — ab + b'^ 
L. iCj = 0, X2 = a -\- b 

100. {x — 1)2 == a{x'^ — 1) . . L. X, = 1, x^ = 1^ 

1 AI ^ — '*' *'' ~~ ^ 1 . ^ — ^ 

J.V/X> r ■ r*-^ • ■ • • ■ Lim X* • ' a* Xn • _ 

X — b c -{- X *■ * 2 

1 Ao « + 6 — X a — c A- X VT ft + c 

102. — ' = ' — . . L. X* = a — c , ic« = — ' — 

a — c — X a — c — X * / 2 

103. (o; — a + ft) (a: — a + c) = (« — ö)« — x^ 
L. £Cj = a — 0, 0:2»= — ä~ 

104. (o; — a)2 — ft2 + (ö + ^ _ a;) (6 + c — a:) = 

f II. a + c 

L. iCj = a + 0, 0^2 = — ^ 

105. (rt + ft + ^) Ä^^ — (2a + ft + c) a: + fl = 

L<. X4 1 , a^A — , , , 

^ ^ a -\- o '^- c 

Hier übersieht man leicht, dass ar = 1 der Gleichung ge- 
nügt. Kennt man aber eine Wurzel einer quadratischen Glei- 
chung, so ist die andere leicht zu finden. Zunächst muss diese, 
wenn jene rational ist, ebenfalls rational sein. Man bringt die 
Gleichung auf und ordnet sie. Das möge geben 

Ax^ + Bx + C==0. 

Genügt nun x=-a der Gleichung, so muss x — a bekanntlich 

ein Factor der linken Seite sein. Der andere Factor muss Ax 

a 

sein. Man hat die Glieder dieses Factors nur so zu wählen, dass 

c 

bei der Multiplication der beiden Factoren x — a und Ax - 



a 



das 1. und 3. Glied stimmen, das mittlere Glied Bx muss von 
selbst herauskommen. Dann liefert 

^x — - = 

a 

die andere Wurzel. 

Bei der oben gegebenen Gleichung ist x — 1 ein Factor 
links. Der andere Factor muss folglich sein (a + 6 -j- f?) o: — a. 
Dieser liefert, = gesetzt, die 2. Wurzel. 

Diese Art der Auflösung kann auch bei den folgenden 5 Auf- 
gaben angewendet werden, erleichtert besonders bei 109. und 110. 
das Auffmden der Wurzeln. 
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inr ^ "1" ^ — ^ a -\- b — c 

c X 

L, a:i = c, X2 = a + b — c 

107. {a — x)^ + [a — bY =.[a + b — 2x)' 
I 46 — a 

\j» vC* ■ ■ ■ ■ CL f Xn • TT 

O' 

108. a:(a + b — x) + (a + b + c)c = 
h, Xi = a -\- b -}- c , X2 = — c 

109. {n — p) oo'^ + {p — m) X + m — n --- 
I ^ m — n 

MJ» X\ • d. m Xt% ■ 

' -^ n — p 

^ ^^ ax^ — bx + c a — 6 + c 

aa?* — ßx-\-y a — P + y 
I ^ _1 ^ _ {a-b) Y- {ct-ß)c 

- ^ ^ aa;* — Ja? + c c 

ax^ — ßai + y~y , 

MJ. Xt ^^^ \J f Xn • 

1 1 9 ö^* — bx '■\' e b *) 

aar* — P^ + 7 ß 

L. a; = 7/*4^ 

f öß — ha 

-^q flf^* — bx-^-c _ö 

aa;* — ßx + y a 

, «y — ca 

* «p — ba ^ 

Verschwindet in einer Gleichung die höchste Potenz von x, 
so hat sie eine Wurzel oo, wenn man diese Wurzel überhaupt 
in Rechnung bringen will. Ist z. ß. die Gleichung 

ax^ + 6a: + c = aa:^ + 6|a; + Tj 

gegeben, so wird dieselbe allerdings erfüllt durch 

6a: + c = b^x + c^, 

wie man gewöhnlich ohne Weiteres setzt. Dividirt man aber 
durch a:^ so giebt das 

, 6 , c I *i I Cj 

« + — + ^2 = « + - - + -2 
X X' X X* 



*) Diese Gleichiiilg ist eine reine quadratische und nur des Ver- 
gleichs halber hierher gestellt. 

2* 
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Dieser Gleichung wird um so mehr genügt, je grösser man 
X nimmt. Setzt man also x^=^<x>, so werden die übrigen Glie- 
der verschwinden und es bleibt nur a == a, eine richtige Glei- 
chung. Also genügt o; = oo. 

114. a;^ — [a '\' h) X '\' [a -\- c) h ■= [a + c) c 
L. iCj = a + c, ^2 = ft — c 

Bei dieser und den folgenden Gleichungen bis 122. führt der 
einfache und allgemeine Weg für die Auflösung einer quadrati- 
schen Gleichung am sichersten zum Ziele. Man kann aber auch 
die Factoren aufsuchen und dann die Gleichung zerlegen. Bei 
der Aufsuchung der Factoren ist, nachdem die Gleichung auf 
gebracht und geordnet, besonders auf das 1. und 3. Glied zu 
achten (vgl. 105.). — Die vorstehende liefert 

x'^ — [a + h) X + [a + c) (b — c) = 

[x—{a + c)] [x — (6 — c)] = 

\, X — (« + c) = 2. X — (ft -^ c) = u. s. w. 

115. [a-r-x) [h + x)-\-2{a-\- b)x={a + x){b—x) +4x'^ + a'^—b' 

j a -{- b a — b 

L. iTj — 2 - , X2 — 2 

Man erhält nach einigen leichten Beductionen Ax^ — 4:ax 
4-^2 — 62 = 0, d. h. 

(2a: — (ö + b)) (2x — (« — &)) = etc. 

116. {2a — b — x)^ + 9(a — b)'^ = (a + b — 2x)^ 
L. Xi=:2a — b, 0^2 = 36 — 2a 

117. {a + b + x)(b + c + x) = {3a—b — x)(Sa — 2b + c — 2:v) 
L. x^ = a — b, X2 = 9a — b + 2c 

118. (2a + 2c — x)^ = {2b + x) (3a — & + Sc — 2x) 

2 
h. x^ = a — b + c, X2 = -^ (2a — b + 2c) 

119. (3a — 5b + x) (5a — 3b — x) = (7 a — b — 3a;)2 
L, x^ = a + b, X2= ^ 

120. (3a — 6 + x) (2a + b — x) = (5a + Sb — 3x)'^ 
L. x^ = a + b, X2=^^(19a + 10b) 

121. a(a — b) — b(a — c) X + c(b — c)x'^ = 
I a a—^b 

Li* X I ^— ■ X o ' ' • 

1 c -* 6 — c 
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122. {ab + ac + hc) {x'^ •¥ x + 1) + [a — by = 

(2ac + b^) (x^ + X + 1) + [a — c)^ x 

I a — c a — b 

* a — b ^ " b — c 



123. X + V^^ — x'^ =^ a , . L. ajj = 0, oTo = a 

Bei dieser und den folgenden Aufgaben hat man die Wur- 
zeln fortzuschaffen. Dann ist wenigstens bis 132. nach dem bei 
92. und 113. Gesagten die Auflösung schon beschaflt. 

124. X + yx'^ — a^ = a . .. .L. a:j==a,a;2 = cx) 

125. X + j/x^ -|- a^ = Ä . . . . L. o: j = 0, iTj = oo 

126. ]/a — ar + ]/ x — b = ]/a — b . L. o?! = a, X2 = b 

127. ]/a- — x + j/b^~+~x = a + b 
L, 0^1=0, X2 = fi^ — b'^ 



128. j/a — X + j/b — x = J/a + b 

Lab 
, x* = — r— , , a: ., = oo 

^ a -\' o ^ 



129. ya — X'\-yx — b = ya 4- ft — 2a; 
I , ?_+* 

l,j* X \ - > ••'2 ~^~ s> 



130. /a — a; + /& — a; = /ä~+ ö — 2a: 
i-j. a? < ■ Wj **' 2 ' ' ^ 



131. 



y a — X + J^o? — b X 



Y a — X — Yx — b Yifl — x) {x — b) 
j _ flg^ + a ^' 

L. Xy ^2 J. ^2 ' ^2 ^^ 



1 QO (a + a?) ^a — a? — (Ä + a?) K^ — a? 



Ya — X — Yb — X 
a + 6 



a? 



w a' -*• ao -i- 0* 



-ioo Ya — X '\-Yx — b -y/ g — 

^a — a: — f^a? — b r x 



6 



^ qj^ Ka? — a -\- Yoc — b 7/ ^ — ^ 

Yx— a — Yx — b r x^b 



Y 

f 

2 



L. x = 4-*±^V2 
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La — h , fl+6 /— 

Man quadrire, subtrahire 4 auf beiden Seiten und ziehe 
wieder die Quadratwurzel, so erhält man 

Dividirt man diese Gleichung durch die gegebene, so giebt das 

{a — x) — {h + x) Vc*'^^ 
(fl — a?) -f- (ö + a;) c 

In ähnlicher Weise kann man die 3 folgenden Gleichungen 
lösen. 

136. 7/lEf _ x/*±5 = c 

r -\-x r a — x 

h x = "~~^ + ^^ "^ ^^"^ ^ 
2 — 2j/c2 + 4 



137 



138 



1 /« — ^ _l_ 7/ ^ — ^ 

f b — x r a — X 

2 — 2^c2 — 4 

/ 

r b — X r a — X 



■I QQ {a — x^ya — x -\'(x—b)Vx — b _____ ^ ^ 

^a — a: + K«? — 6 
L. 0:^ = 0, X^^=^h 

Man mache gleichnamig, so erhält man leicht 

(ft — oc) j/a — x= [a — x) j/x — b 
Daraus durch Zerlegung 

1. yV— X = 2. j/x — b = 3. j/b~-^^ = — yä— X 

Die 3. Gleichung muss gestrichen werden, weil sie nur durch 
die Multiplication des Nenners nach rechts gekommen ist. Man 
hätte den Nenner links heben können. Nach der Formel 



" + ^ 2 I 2 

= U^ UV + v^ 

U + V 



bat man 



B. Vollständige quadratische Gleichungen. 23 

/(^^"^ — /{a — x) (o:— "ft) + /{x'^^by' = a — h 
d. h. y{a — x) [x — 6) = u. s. w. 
^^Q (a - 0?)» y^^ + (^ - ^)' ^^^ ^ ^ ^ 

(a — a?) ya — x-\-{x — b) Yx — b 
L. x^=^ a, X2 = b 

Die Auflösung geschieht ganz wie in voriger Aufgabe. Man 
erhall schliesslich 

{a — x} {x — b) (ya — x + j/x — ft) = u. s. w. 

141 (a ^ ^) Vb + X + {b + x) yä^^^ __ /-— 

L. a:j = 0, 012 = — ö 

Man kann links durch den Nenner heben. 

I 4ß — 6 

Li. *^ i ' ' ' ^> *^2 ~~~~ o 

Hebt man 'links durch den Nenner, so kommt man leicht auf 

2{x — a)= y[x — a)[x — b). 
Dann durch Zerlegung weiter. 

-j i Q (« — ^) K« — ^ + (Ö-- a;) iKä — X 

f'^a — X '\- yb — X 

^ L. x = '^-\c±^ y4Lc'' — 3(a - 6)*^ 

Man hebe links durch den Nenner, schaffe die Wurzeln fort 
und löse in gewöhnlicher Weise. 

144 (a -- a?) ?^fl — a? + {h + a?) V b + x 
(fl — a;) K^ + a; + (6 + a;) Va— x 

j ^_«Z::i' . fl±i ?Ac + 3) (c — 1) 
^' ^"~ 2 — 2 ' c+1 

^ . K (« — a?) J^a — X -\- {x — b) J^x — b 

, a + 6 , a— ft yi2c— 3 

1^.^— 2 — 2. ' 2C + 1 

(a — a?) ^a? —'b 4- {x — b) ya — x 

146. ^ — - ; , -37=-- — = ^ 

f/a — X — yx — b 

, a^b '\ - ab^ 

^i — ""a^+T^" ' ^2 — ^^ 
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(fl + x) f^a — x — (b + x)yb—x 

14:1. Q y — 3 T •— ' «^ 

f/fl — iC — yb — X 

', a* — 6* _ 

L. .Tj ßS__ J3» ^2 — '^ 

I4Q y^+y^ _ 2K^ (a? + fl)» 

^^- r^-Ylc V^+Vx a{oo^a) 

L. a^j = , rcj = a 

149 ^ I L = 1J?. 

Va + x + yr^^ Va + x — Vb — x 0, — b 

.150. /« — ftä' + //c — rfo: = j/a + c -^b + d) x 
j a c 

^- ^1 — T ' ^2 — -^ 

151. ^öo:— 1 + /c — dx = /(a~+~ä)^'^^(r+~^ 
w b '\- c c 

Man bringe das 2. Glied nach rechts und quadrire. 



152. 



Ya — bx -{- Vc — mx ya — hx — Vc — 



mx 



Ya — bx + y-nx — d Ya — bx — Ynx — d 

I a c -\~ d 

^ b ^ OT + n 

Durch corr. Add. (18. c) erhält man 

y a — bx + Y<^ — "fnx Ya — bx — Yc — mx 

Yc — mx — Ynx — d — Yc — mx + Ynx — d 

Diese Gleichung zerfällt in 

1. Y^a — bx -\- Yc — mx=^ — ya — hx '\- Yc — rnx und 

2. Yc — mx — Y^ ^ — cf = 

Auch durch Gleichnamigmachen kommt man leicht zum Ziel. 
Das giebt Y^ — bx - Y<^ — ^^ = Y^ — ^^ ' Y^^^ -7- cf u. s. w. 



153. X -\ = -r- 

• X b 

L. a: = ^± ^^^ , oder = l^+Il ^ ^ 

a. Die vorstehende Gleichung wird für viele der später fol- 
genden Aufgaben von Wichtigkeit sein. Sie kann auch folgende 
Formen haben: 



■-1 
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1. o; + — = -7- 

2a;^ + 1 a 

X 

3. a:2_4Ä: + l = 



, 4. hx^ — ao; + ft = 
Gleichungen dieser Art heissen symmetrische Gleichlin- 
gen. Sie bleiben ungeändert, wenn man — statt x setzt. In 

der geordneten und auf Null gebrachten Gleichung müssen die 
Coefficienten vorwärts und rückwärts dieselben sein. So ist 

ax^ + hx^ + cx'^ + ftic + « = 

eine symmetrische Gleichung des 4. Grades. • 

Die 2. Form der Gleichung ist für die Auflösung, wenn man 
die Wurzeln unter einer symmetrischen Form haben will, die 
geeignetste, die 3. Form für die gewöhnliche Auflösung und um 
das Verhältniss der beiden Wurzeln zu einander zu zeigen. Da 
das^ letzte Glied gleich dem Producte der beiden Wurzeln sein 
muss, so ist bei symmetrischen quadratischen Gleichungen stets 

oder 

Xy = — und Xo = — 

L ort « /yt * 

d. h. die Wurzeln sind zu einander reciprok. 

b. Löst man auf dem gewöhnlichen Wege, so erhält man 
die erste Form des Resultats. Die andere Form kommt durch 
cörr. Add. (s. 18. 7). Man hat aus der 2. Form der Gleichung 

0?* -j- 1 a 

~Tx" 2~b 



*^' 






26 
26 



(1) 1-:^=/:-^ 

^2) 0. = ^^S±|iH!I (s. 18.) 

Die erste Form der Lösung folgt aus dieser, wenn man hier 
die Wurzeln aus dem Nenner fortschafft. 

So weitläufig diese Auflösung zu sein scheint, so einfach ist 
sie in Wirklichkeit, und sie würde nicht minder einfach sein. 
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als die gewöhnliche, wenn man sich für diese nicht ein für alle- 
mal die Formel der Lösung gemerkt hätte. Wer das Verfahren 
der corr. Add. nur ein wenig geübt hat, wird auch die Lösung 
sofort hinschreiben können. Ueberdies giebt es viele Gleichungen, 
wo dieser Weg der Auflösuqg nicht allein bei weitem der kürzere 
ist, sondern wo auch die weitere Entwickelung der Rechnung ein 
symmetrisches Resultat erfordert, wenn anders die Rechnung nicht 
viel complicirter werden soll, als nölhig ist. Die in diesem Buche 
vorkommenden Aufgaben werden dafür sehr viele Belege geben. 
— Die gewöhnliche Auflösung der quadratischen Gleichung ist 
auf diese Weise umgangen. 

c. Aus der Gleichung (1) ersieht man, dass -~ durch 

^ ' X — 1 

Ausziehung der Quadratwurzel gefunden wird ; es muss sich daher 
auch, wenn man 

(3) ^Jti = ^oder x = '-±4 (s. 18. 1) 

^ ' X — 1 i — 1 ^ ' 

in der gegebenen Gleichung einsetzt, für t eine reine quadrati- 
sche Gleichung ergeben. Man erhält aus a. 2. durch Einfuhrung 
von t 

<«— 1 b 

/g + 1 iL * 

t^ — 1 ¥b 



(4) 

(5) ' = /!! 
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^+1 F« + 26 + K« — 26 
t — i VoT+Yb — Ya — 26 

Ebenso verlieren die symmetrischen Gleichungen höherer 
Grade durch die Substitution (3) ihre ungeraden Potenzen. Setzt 
man dann noch t'^ :=^ u, so sind damit die Gleichungen des 
2nten und des (2n + l)ten Grades auf Gleichungen des nten 
Grades, die Gleichungen des 5. und 4. Grades auf quadratische 
Gleichungen reducirt. 

d. Die beiden Wurzeln der Gleichung sind nach (2) 

Ya + 26 + Va — 26 Va + 26 — Va — 26 
^ Va + 26 — Va — 26 ' ^ Va + 26 + Va — 26 

Aus dieser Form der Wurzeln erkennt man sofort, dass die- 
selben reziprok sind, wie schon oben in a. bemerkt ist; denn 
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e. Für die Berechnung, wenn a und h in grösseren Zahlen 
gegeben sind , ist die 2. Form der Lösung ebenso einfach als die 
1. Forni. Setzt man wie oben in (5) 

y a- 2b ^' 

SO hat man 

f. Eine allgemeinere Form einer symmetrischen quadratischen 
Gleichung ist 

tnx* + 7/1, X '\-m M 

nx^ + n^x + 71 N 

Daraus ist immer erst 

a;* + 1 Mn^ — Nm^ 

X ' Nm — .Mn 

ZU entwickeln. Dann weiter nach b. 

Die folgenden Gleichungen sollen durch corr. Add. auf dem 
oben in b. angegebenen Wege gelöst werden. Man vergleiche 
die Beispiele 18, 7 — 14. Setzt man dort v = l, so erhält man 
den folgenden ähnliche Gleichungen. 

154. ^-+^±i = « (vgl. 18, 8.). 

x^ — o? + 1 ^ ° ' , 

j ySa—'l+Vs — a _ a + 1 + ViSu — 1) (3 — a) 

* "^ ~ Vs^^^i - VS^^ 2 (« - 1) 

155. X^ + l = a{x+ ly^ (vgl. 18, 12.) 

i + y2^^ _ a + y27^ 

Li. X ,/- r ^ 

156. x'^ + I = a[x—1Y 

y^a — 1 + 1 « — 1 

1 Wl ^^ + ^^ + a?+ 1 m 

^^'- (^ + 1? ~« 

T F«^+ ^2 7« — n 

L. a; = ,^ ,. =::= 

yn — ^^2771 — n 

Man hebe zunächst links durch x + 1, 



158. ^^p^ = -^ (^y 



I y m '\- y^n — 3771 2 71 — tti -(- J^r/i (47i — 377i) 

^7/^- ^4 71 — 37/« 2(77* — 71) 

dazu noch a; = 1. 



1 
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Die Gleichung bat 3 ungleiche Wurzeln. Man kann links 
durch X — 1 heben. Dann genügt zunächst noch x — 1=0, 
und es bleibt schliesslich noch eine symmetrische quadratische 
Gleichung. 

159 a?^ + a;« + 3; + l __ m 
' x^ — x^ — a; + 1 n 

. y^m — n + Vn 

\a» OC S= -— rr — -_ — ■ _ 

Y'l m — n — Yn 
1 ßO ^- + ^-^^ + 3j? + 1 m^ 

X^ X^ — X -^ 1 """^ 71* 



wi + n m — n 

(x - 1)3 



m -f- n 

• X* — — — ^— ^^— j iC/O 

*■ m — n ^ 



m'\- n 



161. -S— T- = 1 

X^ — 1 

L. iCj = 0, 0^2 = CX) - 

162. aa;2 — («2 + 1) a; + « = 

L. o:« = a , a;« = — 
^ * a 

Es ist nämlich 

a?g+l a» + l a? + l , a + 1 a+ 1 

2ar 2a ' a; — 1 ' — a — 1 ± (a — F) 

_ a + 1 ± (a — 1) ' 
a -J- 1 4- (a — 1) 

163. a6a:2 — («2 + &2) ^ ^ ^ft _ 
j a 6 

^- ^1 — y ^2 — — 

164. 6a:2 — 13a: + 6 = 

L. itj = -j-, iC2 = -g- 

Es ist hier 

jg» + l 13 x + 1 _ I c _5_ 5 ± 1 

2aj ~ 12' a; - 1 " — ^ ~ "± 1 • ^ — 5 f 1 "' ^* ^^* 

165. 3a:2— loo: + 3 = 

166. ^ + -^ = 



a ' X n 



Diese Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf x und a. Setzt 
man a = 1 , so erhält man 153. Den dort in a. angegebenen 
Formen entsprechen hier 
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1a? , a m 

a X n 



2. 



0?* + rt* m 



3. x^ ax + «^ = 

4. nx^ — maa; + w«^ = 

Die allgemeinere Form einer solchen Gleichung würde sein 

Um die oben angegebene symmetrische Form der Losung, zu 
erhalten, sucht man nach 18, 7. und 8. immer erst ^ "^^ ■ 

ax 

Im vorliegenden Falle hat man 

x^ + ax m x^ + ö* m a; + « 7/ "* + 2« 

ax n* 2ax 2n' x — a r m — 2« 

X y?n + 2 w + ^»i — 2n 

- = -.- -J -, U. S. W. 

« yfH + 2n — Vm — 2n 

Hier sind die beiden Werthe für — reziprok, nicht die für 



X selber. 

\-- ax -4- a* 

= c. 



167. ^' + ^^ + ''* 



X^ — «0? + «* 

T ysc — i + jKä"!!^ 

loö. — ' — i ; := C 

X* — ax -j- a* 

T ^ — ^ y3c-2 + y2^~r 

y'3c-2 — y2 — c 

169. f±4 = c 

. , 1 + y^c—i 

L. a; = a . — '-— . 

1 ~ ]^^2c — 1 

j « + ft fl — h 

^' ^1 — ^::r^' ^2 — ^-+^ 

171. a;2_2aa; + 02 = ^ 

h.x = a + yV^-^^h^ oder x = h. ^^&+|S 

a) Obwohl diese Gleichung nicht zu den symmetrischen ge- 
hört, so kann sie doch ebenso aufgelöst werden. Das mittlere 
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Glied hat keinen wesentlichen Einfluss auf die Auflösung. Es 
kommt nur darauf an, dass das letzte Glied der geordneten Glei- 
chung ein positives Quadrat ist, oder ein Quadrat mit demselben 
Coefßcienten wie das erste Glied ar^. Die Auflösung durch corr. 
Add. macht sich hier so: 

9 , ,, rt a7* + ft» a a? + ft -, /« + 6 

X^ + ft^ = 2ax, — ^^; = -r-, — —i = U — —. U. S.w. 

2ox b X — r a — b 

In dem vorliegenden Falle hat die gewöhnliche Lösung wegen 
ihrer Form sowohl, als ihrer Kürze denv Vorzug. Es werden 
jedoch späterhin viele Fälle vorkommen, wo es zweckmässiger 
ist, die Auflösung mit Hülfe der corr. Add. zu beschaffen, 

b) Man kann die corr. Addition auch zur Auflösung einer 

jeden quadratischen Gleichung anwenden. Ist nämlich allgemein 

die Gleichung 

x'^ — ax + ft = 

gegeben, so hat man 



D"^© 



a:^ + 6 = aar 
x^'\-b a 

2xVl)^^ 2yi) 
+ Vj „ 7/ ^ 2 V F 



^ ya + 2yb +ya'^2VF 

Man hat hierin den Beweis des in a) Gesagten: nur, wenn 
(las 3. Glied (hier b) ein Quadrat ist, wird die Form der Lö- 
sung einfach. Schafft man die Wurzeln aus dem Nenner fort, 
so erhält ;nan 

4 2 

Setzt man hierin 

a^ — 46 = c, 
also 

4:b = a'^ — c 2j/b^ya'^^^, 
und radicirt, so kommt mit Vertauschung der Seiten 

Dies ist die bekannte Formel für die Ausziehung der Quadrat- 
wurzel aus einem Binom von der Form a + ]/c. Sie giebt eine 



B. Vollständige quadratische Gleichuiigen. 31 

Vereinfachung des Radicanden, wenn «^ — c ein Quadrat ist. 
Die Auflösung der quadratischen Gleichungen durch corr. Addition 
macht die Benutzung dieser Formel überflussig, man erhält immer 
den einfachsten Radicanden. 

X — h a — X n 

j ^ ^ + ^ , «—^ -f/ m — 2n 

a) Diese Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf 

a — X , X — h 

r, oder 

X — b a — X 

Man kann also diese Grössen auf dem in 153, b. und 166. an- 
gegebenen Wege finden. Man hat nämlich 

{a — xY -\-{oc — hY m 

2 {a ^ x) {x — b) ' 2n 

(« — x) — {x — b) i/'"' — *^ '^ 

(ö — x) -\- {x — b) r m + 2« 

Hier ist schon die Auflösung auf dem gewöhnlichen Wege 
nicht ganz so einfach. 

b) Etwas allgemeiner ist die Auflösung, dass man ^ zu- 

X o 

nächst als die Unbekannte ansieht und dann in gewöhnlicher Weise 
löst. Man hat 

a — X m + jK wi* — 4w* 

X — b 2n 

Setzt man diesen Ausdruck = r, so wird 



u. s. w. 



X 



r+ 1 



^{a—x) (x—b) 6 

y * Sa + 2b 2a+ Sb 

Li, X^ — g 9 X2 — g 

174. (« - .T> +(b--xY _ 5 
{a — x)(b — x) 2 

L. ä: j = 2 a — b, 0^2 = 2 6 — a 

175 (x + aY + {x'^bY _a^+b^ 
{x + aY^ix — bf - 2ab 

' _ «2 + 62 __ («+ bY 

^ ^1 — — 2T~'. ^'^ "" 2« ~ ^' 
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Man wende corr. Add. an, radicire und wende wieder corr. 
Add. an. 

17ß (fl - 0?)« - (o: - &)« ^ 4fl& 
^*^- {a — a;){x — b} a^ — b^ 

a^ + b^ «!+^ 

\j, X^ — 2« ' ^2 26 

Hier ist der gewöhnliche Weg wohl der einfachste ; sonst muss 
man den in 172. b angedeuteten einschlagen. Darnach hat man 



a — X X — b ^ab 



X — b a — X a^ — 6* 
- a7\2 4 ö 6 (a — x\^ 



( a - a? y _ 4aft /ö — a^V __ ^ 
\x — b) a^ — b^\x — b/ 

Daraus folgt 



a — X 



2ab± (a^ + b*) 



x—b a^ — b^ 

4- Ä a — Xt a — b 

u. s. w. 



a — xx ö + 6 a — X 2 a — b 

Xi — b a — b* X2 — b «+6 

.-- (« - xY + ia-x)(x-b) + { x -^ by ^ 49 
^**' (« — x)^ —(a — x){x — b) + [X'-' bY 19 
, ha +36 3a +66 

(« __ a;)2 + (6 — a?)2 34 



178. 



(« — o;)'' + (« - a;) (6 ~ a;) + (6 — xf 49 
5g — 36 " 66 —3g 



ITQ 2gg + g (g - a;) + (g + g;)^ _ ^ + 1 
"*'*^* 2a^ + a{a + x) + {a — x)^ c — 1 

L. x = 2a .|^^-^^, Oder x = ia(c + /^^^I^ie) 

f^c + 4 — yc — 4 

Man hat zunächst 

4g* + ax + x^ c + 1 

4g'^ — ax -\- x^ c — 1 

Daraus durch corr. Add. 

4g* + x^ 

' = c 

ax 

Je nachdem man jetzt durch corr. Add. weiter- löst oder 
nach der gewöhnlichen Methode verfährt, erhält man die 1. oder 
die 2. Form der Lösung. 

Ißn Ä+6 — 2a? tn 



y{n — x) (6 — a?) w 

L. a. = ^t-+-4M^ 



ß. Vollständige quadratiscke Gleichungeil. ^^ 

Setzt man j/(a — x)^ + "/(b — x)^ für a + b — 2x, so 

siebt man leicbt, dass die Gleicliung symmetrisch ist für j/ä^— x 

und yb — X, also die corr. Add. ihre Anwendung findet (s. 18. 16.). 
Man quadrire, multiplicire die Nenner mit 4, subtrahire den Nen- 
ner vom Zähler nach der corr. Add. und radicire, so giebt das 

(a — a?)-f (6 — a?) ___ m ^ j^ arfft — 2 a? __ m ^^^ 

(a — a?)—(6 — a?) ym^ — ^n^' * * « — ^ V^Ü^'^Äii^ 

Nimmt man Zahlen und setzt 

m 10 ,-,, 9a — b 9b — a 

- = — , so erhalt man x^ = — ^ — , X2 



71 3 ' ^ 8 ' -i— 8 

m 5 4« — b 46 — 



Xi — ■ ~ t **»<■ 



a 



1Ä1 ö + ^ — 2a? m 

y{a — a?) (a? ^^) ~ " ^ 

f ^ tf + & , (a — 6) »t 

Li. o; = — r — -| — ... — ^^ 

2 2^7Ä« + 4n2 

Auch hier verfährt man ganz wie in der vorigen Aufgabe 
und schreibt sofort hin 

(ö — a?) — (a? — b) m 









(«- 


- a?) + (a? 


-^) v^ 


+ 471« 


Setzt 


man 












m 
n 




3 
2 


, SO 


wird 


Xy 


4a +6 
5 ' 




m 
n 




8 
8 


> »» 


tf 


Xi 


9a +6 
10 ' 





a + 4^> 
5 



10 

I 

Bei den folgenden 5 Aufgaben wird es zweckmässig sein, 
die Gleichung zunächst auf die Form 180. oder 181. zu bringen. 

182 K(a - ^' + Via — ^) (^>"=^ + Vib -x)* ^m 
Vi^::^^^ — Yia — x) {p — a?) + Vip — a?)« » 
T a4- b , a — b * tw + ti 

L, X = — ^ h 



2 K(37ll — 7l) (371 — 7») 

m 7 ... 4a — b 46 — a 

- = -,giebt;r, = — 3— , 0:2=— 3— 

7» 19 9a— 46 96— 4a 

IftS ]^(^ - ^)' + ^(« -" ^) (^ -"^ + ^(^ - 6)« ^ 7^ 
K(a -- a?)« - K(/i - a?) (a? - 6) + Vjx - 6)« « 
, a+6 , a — 6 YiS m — n) {Sn — m) 

L. X — 2 -r 2 •- ^4-71 

Bardey, Alg-ebraische Gleichungren. O 
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Da /(7— xf + /(^— 6p = a — h ist, so kommt man 

hier auch sehr einfach zum Ziele, wenn man y{a — x) {x ~b) 

isolirt, dann quadrirt etc. 

^= 3, giebta:, = ^, = «-+-^^ 

rn 1_ 4rt + b ^b + a 

n 3 ' " ^» — , ö ' ^2 — 5 ~ 

184 a^+h--^ _^ 

h.x = ^t- + -^^^^^ 

- = ^ aiebt;r _25£j:196 _ 256 - 9« 
n — 32' ^'^'^ ^J — 16 ' ^2 =^ 16 

Hätte man j/x—l sUtt yb — x, so wäre die Gleichung 
nicht mehr quadratisch, sondern einfach. Es wäre nämlich 

Via — xY — Vjx — iif m 

man könnte also links durch )/ö^~^ + y^T^b heben. Es 
bliebe nur 

V a — X — y x — b m 

ya-^x -{- y^—Tf) n 

Daraus folgt 

/^ = ^+^, also ^-^, = (?L±J?y 

f x — b n — m x—b \n -^ m) 

Mithin durch corr. Add. 

a'\'b — 2x ^ 2mn ^ _^ g + 6 _ {g ~ b) mn 
a-~b m^ + n** 2 i»« + »« 

185 f^^ — ^ + ^^JH^ !g 

n — 21 ' ^*^*^^' ^1 — 4(r~' ^2 = 4J3 

186, y fl — x +yx — bf m 

y(ä~^x) {x — 6) «^ 

L ^ -_j ^ + ^ , g — 6 ym^~-4m n 
2 "*■ 2 ' ;„-_2«~ 

??^ = f, liefert ^, = if+^ ,, -96+1« 

n 6 ' 1 13 ' ^2 — 13 
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i + a^ + 2ax l + bi — 2bcc 

j a — h ' 1 — ab 

^ 1 — ab * a — b 

Macht man gleichnamig, so erhält man die symmetrische 
Gleicliung 

a?« + 1 _ (g — 6)^ + (1 — ab)^ 
2x 2[a — b){i — ab) ' 

weiche durch corr. Addition leicht weiter zu lösen ist. 

■ioo ax -{- b mx — n 

bx + a nx — m 

L .^ ^ ^ i^J-.^JJ'" + ^L + ^L^_ + ^ ^^^ — ^ oder 

y(a — b)(m + n) — y{a + b){m^ny 

am — bn+ Vja^ — b^) {m'^ — n») 

an — bm 

Die letzte Form der Lösung kommt auf dem gewöhnlichen 
Wege, die erste durch corr. Add. Man hat 

£^+ 1 am — bn 

2x an — bm ^ 

/x -}- 1\2 am — bn -^ an — bm (a — Ä) (ot + n) 

\x: — 1/ am — bn — an -{- bm (« -^^ b) (m — w) 

Sind für a, b, m und n grosse Zahlen gegeben, so ist die 
Berechnung von x mit Hülfe der ersten Formel am einfachsten; 
denn setzt man 



/: 



SO hat man 



(ä + b) (m — 7i) 

(a — b)(m + n) "~ ^' 



1 -}- r ' 1 — r 



bx — a m — nx 

j Yja + b) (m+^ + y(ä—b) {m — n) 

Via + b)(m + n) — Via -- b) (m ^ n) 

Die gewöhnliche Auflösung giebt 

am + bn + V{a^ — 6«) {m^ — n«) 

fl» + bm 

1 QTk ^ — ^'^ ^*^ — ^ 

ax -\- b mx '\- n 

j flwt — 6« + K(fl' + 6') ( w» + ««) 

L. *C j — r 

an -f- bm 

3* 



"H 
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Man kann auch hier durch corr. Add. eine Form der Lösung 
erhalten, welche der ersten Form in 188. und 189. analog ist, 
aber man muss schon das Imaginäre zu Hülfe nehmen und für 

a?' — 1 am — hn 



schreiben 



207 an -}- öw* 

a?* + I* am + hnv^ 

2ia7 *~^ ant -|- 6wri* 



WO T slatt y — 1 gesetzt ist. Dann erhält man 

. K(rt + 60 (;/« + wi) + Yl^'^^bi) {m - «0 



C. 

Kubische Gleiehungen mit einer ausgezeichneten oder 

einer leicht erkennbaren Wurzel. 

Ausgezeichnet heissen die. Wurzeln und oo. Erstere hat 
statt, wenn die Gleichung einen Factor x hat, letztere wenn die 
höchste Potenz von x (bei kubischen Gleichungen also die dritte) 
fortfällt (s. 113.). Leicht erkennbar sind die Wurzeln, die aus 
der Zerlegung der Gleichung hervorgehen (s. 92.). 

Wie die quadratischen Gleichungen zwei Wurzeln liefern, so 
liefern die kubischen Gleichungen drei Wurzeln. 

Ist a eine Wurzel der Gleichung, so muss x — a ein Factor 
der linken Seite der auf gebrachten Gleichung sein (vgl. 105.). 
Scheidet man diesen Factor aus, so bleibt nur noch eine quadra- 
tische Gleichung zu lösen übrig. 

191. x^ + (a — x)^ = a^ 

L. rcj = , 0:2 = ö . ^3 = oo 

Die Gleichung kann auch in folgender Form erscheinen: 



X + ya^ — x^ = a 



192. ?+-^=(^y 

a — X Vf — x/ 



L. x = 0, y2ab — b'^ 



\ 
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Die Auflösung geschieht hier mittelst corr. Add. Man hat sofort 

a »Ä' + a:*' 



1. a; = 2. a 



ft« + a;g 



26 

Die Gleichung kann auch in folgender Form erscheinen; 

(ft + a:) Ya — a: = (ö — x) ^a + x 

193._(a:— l)3 = a:3— 1 

L. a;^ = 0, 0^2 = 1 , ^^3 == cx) 

Die Gleichung hat einen. Factor x — 1 ; sie zerfallt also in 

1, ar — 1 = 2. (o: — 1)2 = a:2 + o: + 1 

194. a;3 + a:2+a: + l = 
L. a: == — 1 , /^^ 

Man zerlege links in Factoren, und löse weiter nach 92. 

195. 2a;3 — 7a:2 + 7a; — 2 = 

JLi. Xa • X f Xn ■ ' *J f Xo • • "fr 

Die Gleichungen 194. und 195. sind symmetrische Gleichungen 
des 3. Grades (vgl. 153. — 170.). Sie bleihen ungeändert, wenn 

man — statt x setzt. Eine solche Gleichung muss, auf gebracht 

und geordnet, links immer einen Factor a; + 1 oder x — ■ 1 
haben, d. h. eine Wurzel — 1 odör + 1, jenachdem die Zeichen 
dieselben bleiben oder abwechseln. Scheidet man den Factor 
a: + 1 oder x — 1 aus, so bleibt noch eine symmetrische qua- 
dratische Gleichung zu lösen übrjg. 

196. a:»— 1 = 

L. a; = 1 , 2 

197. a:3 + 1 = 

L.„_i,l+|:E3 

198. {a — xY {x — b)=z(a — x) (x — h^ 

Li a?i = a , X2 = o, x^=- —^ — 

Die Gleichung lässt sich zerlegen in 
1. a — a: = 2. a; — ftc=0 3. a — a: = a; — b 
Auch die 6 folgenden Gleichungen lassen sich leicht durch 
Zerlegung lösen. 



1 
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199. (a + xY [a—x) = [a + x) [a y x^ 
L. a: = 0, + a 

200. (a;2 — a^) [x — a) = b^ (x + a). 
\j, X = — a, ö + ft 

^^- — (« _ ^)2 + (o: - Ä)«" " ~ ^ 
T 1. «+* 

L. rc = a , 6, oo 
9A^ a; — a ax — «* 



204. 



L. o: = a , 6, a 

ö — X ah 



X — b x^ — 6* , 

L. a? = 0, a — b, b 

205. [a — a:)3 = (o; — 6)» 

Bringt man das 2. Glied nach links, so zerfällt die Glei- 
chung in 

1. (a — a:) — (a: — ft) = 2. [a - a;)^ + (a — a:) [x — b) + 
(ic — ft)'^ = . 

Dass übrigens der Gleichung durch a — x^=: x — b genügt 
wird, erkennt man sofort. Wie» man aber weiter löst, wenn eine 
Wurzel bekannt ist, ist oben angegeben (s. C. zu Anfang). 

206. [x — af + [x — bf = 
L. wie in 205. 

207. xj/x — ^x + 2 yx = 
L. a; = 0, 1, 4 

208. ^^1+i^H^ = X 

ya — 07 + Yx — b 
L. a: = a , b, — ^ — 

209 ( ^ + ^) ^^ — ^ + (^ + ^) ^^ ~ -^ = a + ft 

Ya — a? + yij^— X 
h. X = Uj b, C» 
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210. ^^^~^ + ^ Vx — b __ ^ 
Ya — o; + Vx — b 

L. ^ = ^*, ^ + "~^ y-^l (vgl. 205.) 



211 C ^' + ^) ^^ — ^ + (^ + b)ya — X ^ J_ fr 

L. wie in 210. 
212 ^^ + ^ + ^^ ~" ^ , jö^ 

Ka + a? — K« — a? ^ 

L a; := 0, + « 

Va — x + K^"^"^ * 



213. 



X 



Ya — X -rVb — X 
w . (« — b) b 

^•* = *' « + 3ft ' °° 

214 ?^^ — X -{-V b — X a — b ^ 

L. a: = « , — 5 — , cx) 

o 
/üLO* -r — i 7 - 

o + aj b — X c 

L. a: = 0, j/2 (a — ft) c + &^ 

216. (^+|^Y = l^^+i^ 
\a — 2a;/ 5« — 4o — 4a; 

L. a; = 0, j/a (a — b) . 

Man wende zunächst corr. Add. an. * 

21 7 / ^ — 3a + 56 y __ 5a;— IIa; + 56 

L. a: = CX), ^öa^— 6a6 + öfe^ 

218. 2a:2 + « /PT^'&^= « (& + 2a:) 
L. a: = 0, a + f/a h 

219. a: = Ya [x — 6) + /^Ta; — «) 
L. a; s= 0, ö + 6, a + 6 

Die Gleichung hat 2 gleiche Wurzeln a + b, 

220. a; = /l + aa; — /l — ax 
L.a: = 0, 2/1 — «2 

221./^+/^ = ?^ 

f a r X X 

L.x = a, |-(— 3 +/— "7) 
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Man übersieht sofort, dass x = a genügt. Es siod daher 
nur noch die beiden andern Wurzein zu suchen. 

222 ^^ + (^' ~" ^*) ^^' — ^' -- ^j2 

L. X = 0, + a 

Man liann links durch den Nenner heben wegen t/^ + v^ = 

(u + v) {u^ — UV + v^) und erhält 

x'^ — x ya^ — x^ + /(a^ — x^)^ = a^ 
d. h. X -/a^ — x^ = 

{a + a?) Va — a: + (a — a?) ^a -p o; 

. L. o: = 0, a /— 15 _ 

Man kann links durch Ya: + ^ + ^a — o; heben nach dem 
Satze 

" T ~ = w* + t;* — UV iu'^ + v'^) + m'^i;^. 

Oder man bringt den Nenner nach rechts, zieht die Glieder mil 
gleichen Wurzeln zusammen u. s. w. 

224. («-a:)/6TS-(6 + a;)/^^=^=a6(^^^-p=^) 
L. a: = 0, a — h, \ [a — h) 
Die Gleichung zerfällt in 

1. (flf — x) [h + x) = ah 2. Ya — x — }/b~+~x = 

oor Va — a? -j" y^ — ^ a — ^ 

' ya — x— y^— b fl + 6 — 2a? 

L. ic = a , 0, — ^ — 

226. '"-" '"""" 



3 (fl — x) ys (la + x) {a — x) 
h, X = 6a, +^ a 

Die Gleichung zerfällt in 
1) 6a — x — 2) ■l/a — x = 3) 3 j/7^~xz=}/3 (7a +^ 

oofT yx + a-\-2yx — ä ar + 3 a 

yx~+~ä — 2 jf^a?— a a? — a 

h, X = — ö , + a ^2 

Man wende corr. Addition an und quadrire. Dann weiter 
durch Zerlegung. — Ebenso sind die beiden folgenden Aufgaben 
zu lösen. 



J 
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QOQ r 07 + a + 2 Vx — a ^-j-Ä-j- 25 

^V+a — 2Ka? — ß a? + ö— 26 

L. a: = — ö, }/a^ + 6^ 

' if^« + «► +S + ^ß +7, __ a? ~ « + 26 — "^ 
L. o: =: a + &, ^a ^ + 2 a ft 

230. ^^^~ la + Vx^a __ .,/ 2a? + ;r 
J^öa? — 7ö — Jk a? + a f a? — 4« 

L. ic = a, -^ a (3 + /4l) 

Man quadrire und Tuende corr. Add. an, so erhält man 

3 (a? — a) 3 (a? — fl) 

F(5a; — 7ä) (a? + ß) " a? + 5 « 

Jetzt weiter durch Zerlegung wie in 226. Aehnlich hat man bei 
den folgenden Aufgaben zu verfahren. 

231. y^a+^+y^iv^-^) _ ■j/jä+^ 

' ^2«+ a? — ?^3(2ß — a?) f 2 (a — a?) 
L. a: = 4a, + a 

232. yj^+^-^y^ {a—x) ___ / fl + a;~ 

yia+ X + ^3 (fl — X) V 2 (2fl — x) 
L. a; = 5a, + a (vgl. 226.) 

233. y^+^+'^y^^^ — . t/cie+z 

' yx + a — ^l/x — a ^ y bx—la 
L. a: t=!-| a, a ^^ 

234 y^^+^—^^—y^ _ ^/ fl + ^> -^ 2^ 

' y4.a + b-'4x + yb r a 

, 2« + 6 _/-T 

L. a: = — ^ — , y ab 

235. ^^ + ^ + 2 ? ^ S"^Jg _. y/ 5a?.— 3a + 46 
yx + a — ^Yx — a y öa? — 3a — 46 

236 ^^^ "^ ^^ + 5a? + Ka? — a __ -,/ x + a 

' ySa — ^b +6x — y7^ä ^ 2 {x — b) 

^ L.x = ^^-=-^, ya^ + &2 

237 ^"^^""^ +'^-^?^3(a — 76~a?) _^ . / a— 76 + :^ 
' yia ^b +x + ys(a-7b — x) ^*r a — b—^x 

L. ar = 5a — llft, /a^ _ 14^^ + ^2 



/ 
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yüx + 2rt + m + y'S{2x — 2a'-h) 



238. 



KUo; + 2ä + i3i — K3~(2a? — 2a — ij ^ /^^ 207- a -j- Ä 
L. o: = ^^4^, /a2 + a6 + 6*^ 

239. KaH;- « + K2ta + ? ^^^"^^ __ A Hha + c 
Yx -\- a -\- V2 a — Yx — a r x ■•{- a — c 

Man quadrire und wende corr. Add. an, so erhält man 

a? + « + y^d [x + d) ^ X ••{- a 

(Yx +"ä + Y2a) Yx^^ c 

Links lässt sich der Bruch heben durch f^x + a + }/2a. Die 
dann noch hleibende Gleichung ist durch Zerlegung weiter zu lösen. 



240. 



Y^— a + Yx + a -Y^a 



Vi^ 



c 



f: 



Yx — a — Yoc -\- a-\'Y2a r x — c 
L. ic = 0, ya^~+~^^ 

Mau verfahre ganz wie in der vorigen Aufgabe. Das giebt, 
nachdem man den Bruch links durch j/x + a — y2a gehoben hat 

-\- a _- Yx+(* + Y x — c 
X — a Yos -\-c — /^a; — c 

Diese Gleichung ist zu lösen wie 230. — 38., d. h. man hat dasselbe 
Verfahren noch einmal zu wiederholen. 

04. y^^'^^ + Y^ _ K^=^ + Y^ 

j/a — X f^x — b 

j a+b a + b + Y{a~ b^ -^4^ 

Man mache gleichnamig, so kommt leicht 

i^a—x — j/x — b) f/(a—x)(x—b)c=: /7 (j/a—x— j/^c^) 
Man hat also weiter zu lösen 

1. y^^^^^^ — f/^"^^ = 6 2. y{a — x)(x — b) = Y^ 

9A9 «Jf5 +_« ZL^ ( x + 7a — by 

b {x -^ a + b) ~ \x — a + Tb/ 

h. xz=a + b, ya^ + SAab + b'^ 
Man schreibe die Gleichung so: 

{x + a--b)(x — a + 7b) __ b{x + 7a-'b) 
{x — a + b){x+la — b) a{x — a + 7b)' 

multiplicire aus und wende corr. Add. an, so erscheint, nachdem 
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man mit a — b gehoben hat, ein Factor a + b — x, welcher, 
= gesetzt, die erste Wurzel liefert. 

c^ jQ 17ß + ft + a? «2 (a + 56 — x)^ 

L. ^ = ^'~'^?\+^' , j/a^ + SAab + b^ 

04. a^{a + llb+x) _ na-b + x \2 
b^ (IIa + b+x)~\7b — a + x/ 



Complicirtere quadratische Gleichungen^ insonderheit 

von der Form Ax^'^ + Bx" + c = o, Gleichungen mit 

geometrischer Deutung u. s. w. 

245. yx^ — 2 /S + a; = 
L. ii: = 0, 1, 16 

Die Gleichung liat links einen Factor j/x. Setzt man diesen 
= 0, so hat man die erste Wurzel. Dann bleibt noch f/x — 2 
+ j/x = 0, woraus man ^x finden kann ; denn man hat 

(y^y + f^=2 

also yx = 1 , — 2 u. s. w. 

24ß. 2xi — Sxi + x^ = 
L. a; = 0, 1 , 8 

Der Factor a;i, == gesetzt, liefert die erste Wurzel. Dann 
bleibt noch eine quadratische Gleichung für o;^ zu lösen übrig. 
Man findet a;^ = 1, 2. 

247. xi + Sx^ = dx^ 
L. a;=:0, 1, 4 
Man findet ausser a;^:=: 0, woraus x = folgt, noch 

ic^= 1, 8. — Will man auch die imaginären Wurzeln mit- 
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rechneD, so sind noch =^ und 2 ( — 1 + j/ — s) zu 

den drei oben angegebenen hinzuzufügen. 

248. ax^"^ + 6a:« + » +cx^'' = 

1 

\ I / — b + Vh* — 4flc \«'-« 

Man hat die Gleichung durch x^'^ zu dividiren , so erliält 

man eine quadratische Gleichung für a;""""". 
Ist allgemein die Gleichung 

ax"^ + bx"^ + cxP =0 

gegeben, wo die Glieder so geordnet sein mögen, dass die Ex- 
ponenten der Grösse nach auf einander folgen, so lässt sie sich 
immer wie eine quadratische Gleichung lösen, weon n das 

arithmetische Mittel zwischen m und p, d. h. w =: ^-^-^ ist. Setzt 

man dies für n und dividirt die Gleichung durch x^, so erhält 
man m — p 

ax'^-^P + bx ^ + c = 

'2a 

2 

f—b+ Yh^ — A:ac\n-P 



( —b+ Kftg — 4<ic V 



— 1 



249. ax^ + bx'^ = c 

L- ^ == (, — Tb — ; 

250. ax^ -{- bxi = cx"^^ 

^- ^ = V — ^h — ) 

251. ax^ + bxi = ca;W 



D. Complicirtetd quadratische Gleichungen. 45 

252. a^ + b^ + X* = 2a^b^ + 2a^cc^ + 2b^x'^ 
L. x = ±{a + b), ±{a — b) 

Sind x^, X2, x^, Xj^ die Wurzeln einer Gleichung, so muss 
der linke Theii derselben, i^venn sie auf gebracht ist, bekaontltch 

{X X^) [x X2) (X X^) {X Xj^) 

sein. Daher folgt aus der Losung der vorstehenden Gleichung 
die bekannte Zerlegung 

2a2ft2 + 2a^c^ + 2b^c^ — a^ — b^ — x^ 
^ = {a + b + x) ( — a + b + x) {a — b + x) {a + b — x) 
Setzt man diese Zerlegung voraus oder macht sie 

2a262 + 2a^c^ + 2b^c^ — a* — b* — x* 

= 4aH2— (a^ + b^ — xY 

= (2a6 + «2 + 6* — a;2) (2ab — a^ — b'^ + x^) 

u. s. w., so ergeben sich, wenn man jeden Factor = setzt, 
wiederum sofort die obigen Wurzeln. 

oe D a + J? , c 4" ^ fl — PC . c — X 

T ^_A ^ 7/ (« - &) d' + (c ^d )b^ 

L.x = 0,oo,y -_^-j__^ 

Man vereinige zuerst je zwei ähnliche Glieder. 






2x 



255. /3a — 2b+2x — j/Sa — 2b — 2x = :=ß 

Y a 

L. a: = 0, /2a (a — «») 

Durch Fortschaffung der Wurzeln erhält man zunächst 

a;^ — 2a (a — ft) a?2_Q^ 

256. j/a + b + X — f/a + b — x. = t^ 
L.a: = 0,2/06 

257. /2a + b + X — /2 a + ft — AT = 



Va + b 
L. a: = 0, 2/a (a + b) 

258. a/ft2 + a;2 + ft/a^ + a:^ = {a + b) x 
L. ar = 0, 00 
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259. ayi'^ +~x- + bj/a'^ + x'^ = 2ah 



260 



. j/^2^^-_j/^-z_^f;==,2x 



L. a: = oo, TT^ — 



261. x^ — ax'^ + b'^ = 

h,x= .^ 

Um auf dem gewöhnlichen Wege diese Form der Lösung zu 
erhalten, muss man zu der in 171. b. angegebenen Formel seine 
Zuflucht nehmen, wenn man die Umformung nicht so übersieht. 
Die corr. Addition liefert diese Form direct. Man hat 



^* +A1 ^ _« .Icn ^+i — 7/«-+ 2^ 
26a: aV x'^ — b r « — 26 

x^ Va + 2 h + f7~-^Yb 

'> Va +~^ — Ka — "26 

Schafll man jetzt die Wurzeln aus dem Nenner fort, so 
giebt das 

x^ _ {Va + 26 + Ka — 26)^ 
6 46 

Die Quadratwurzeln der Lösung können natürlich alle mög- 
lichen Zeichen haben, so dass 4 Werthe für x entstehen. 

Diese Art der Auflösung kann in quadratischen Gleichungen 
für x^, d. h. in Gleichungen von der Form ax^ + bx^ + c = 
nur dann ein einfaches Resultat liefern, wenn a und c Quadrate 
sind. Ist also a = l, so muss c ein Quadrat sein. 

In den nächstfolgenden Aufgaben wird sich diese Art der 
Auflösung vielfach anwenden lassen. Complicirtere Gleichungen 
(z. B. 264, 266,, 268.— 271.) sind immer erst auf die Form 

261. zu bringen. 

262. 4.x^ — 4.ax^ + 62^0 

f _ YT^b + Kä"^^ 
i.. X— ,^ - 
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« 

263. X* — 4{a + b)x^ + 16(ö ~ b)^ = 

L. x = j/3a — b + ]/3b~ a 

Man hat hier zunächst x^ + 16(ö — 6)^ = 4(a + b) x\ 
Jetzt ist auf beiden Seiten mit dem doppelten Product der Grössen 
zu dividiren, deren Quadratsumme links steht, d. h. mit 8(a — b)x'^. 
Das gieht 

cc^+lßja — h )^ __ a + b 
S{a — b)x* ^^2(a — 6) 



264. 



^« — 4(« — 6) 

a;*+(«--6)a7g + (a — />>)g « 

a?* — (« — 6) a?« + (« — ^)* *" 

h. x = ^{y^a -^ + y¥b^^^a) 

265. a:* — 2(a + &) x2 + 9(a — &)2 = 

L. .r = /2a — 6 + /26 — a 

9ßß a?4 +2(a--6)a;g + 9(a — 6}^ « 

a;4— 2(ä — Ä)a;* + 9(a — 6)« ^» 

L. wie in 265. 

Diese Gleichung ist nur eine andere Form der Gleichung 265. 

267. X* — 2(a2 + 4«& — 62) ^2 ^ {a — bY = 
L. X =ya (a + b) + ]/b {3a— J) 

Man hat nämlich 

x^ + (g — 6)* _, fl^ + 4a^> — 6« 
2(ß — öfa;* ' '«2 — 2«6 + ö2 

x^+Jß-J)" — 7/ZE+I n c w 
a;t-(a-'b)^~ y b{Sa-^b) "' ^- ^' 

268. a:* — 2(a2 + ft2) ^2 ^ (« _ &)4 = 40&2 (a — 26) 

L. x = j/a {a — 6) + /r(ä~4^ ftj 

Man hat hier zunächst Ä:4 — 2(a2 + 62)^2^ (^2_2«&__ft2)2 

= 0, und dann weiter durch corr. Add. — Löst man in gewöhn- 
licher Weise, so erhält man 

a;2 =j «2 + ^2 + 2 }/ab {a^ — b^) u. s. w. 

269. a = x^ + b + -^ 

j y^+b + Va - U 

L. iC = r^ — 

270. xY^a — Sar^ + j/ab — 3x^ = a 
y y%a — 6 + y^h — a 

M-it X — — ' 
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Man schaffe die Wurzeln fort. Das giebt zunächst IGa:^ — 
4(a + b)x^ + (ö — 6)2 = 0. 

271. X = /IT— B^ — - 

Li. X — 2 

Man kommt zunächst auf x* — (a — b) x^ + b"^ =■ o 

272. {x — a)2 + , ^ ,. == m 

^ ' [X — «)* 

L. x = \{2a + j/m+ 2 + j/m — 2) 
Man betrachte x — a als die zu suchende Grösse. Dann 
hat man 

(^rifVMli = ™. also |^^+4 = /^ u. s. w. 

2 (a? — «)* 2 ' {x — «)« — 1 f 7w — 2 

273. (x — a)* — (6 + c) (o; — a)^ + (b — cf = 
L. a: = a + ^j/Sb — c + ^fSc — b 

97 J. (^ — ^^' a. «' £! 

L. a; = ^ (2 a + ^c^ + 2a^ + }/c'^ — 2a'^) 

275. 4(a; — a)* — 4& (ar — a)^ + c^ = 
L. a; = I (2a + /fe + c +y Z^ — c) 

'^'^- (a? + l)Ma; - 1)* 6 

. yi^-^h +Vb 

Li, X = -. — 

^2 (fl— *) 

Man kommt zunächst auf 

(a;* + 1) (a — ft) — 2aa;2 r::= 0, 

also ^\ = r 

2a?* a — 



x^ + 1 ^/2a — h 



277. a;=» + -, = a 



L. a: = I (/^M- 2 + /a — 2) 
278 ^i+_^l+i--.« 

* a;* — a?* + 1 * 

T YZa — b + yU — a 

L, X = ^y 
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280. 



y K3tf + 26 + y 2a + Sh 

ö + 6 + (a — b) x^ 2x 



'Ix a—h + {a + h) .r« 

281. (Hr£!L' _ (1^^' = ^^2 

_ rt K i — &« + 6 Kl — fl* 

282. a* (1 _ a:2)2 _ jJ (i ^. ^2)2 ^ 4^.2 



283. ^" 7— + i^^^^ = c 

r o-\-x f a — X 

L. x = ^- + -2- • ^j ^^-^ (vgl. 71.) 

a. Kubirt man hier, so fallen die Wurzeln fort. Man erhält 

j-r- h 3 C H ' — = c 3 

b -\- X ' a — X 

Sucht man hieraus x in der gewöhnlichen Weise, so giebt 
das nicht den einfachsten Radicanden. Um diesen zu erhalten, 
kann man ganz wie in 71. verfahren. Man kommt da durch 
Multiplication der entsprechenden Gleichungen auf 

(a — x) — ib + x) c + 1 -j/c — 2 

i^ — x) + (b~+ x) c — 1 y H-^' 

woraus x leicht zu entwickeln ist. 

b. Da in der Gleichung nur die reziproken Grössen 

. t/«^ und T^*+i 

r -f- X f a — X 

vorkommen, so kann man diese aus der Gleichung bestimmen 
und zwar nach 153. b. und 166. in einer symmetrischen Form. 
Man hat 

{\\ t/'^JrJl Kc + 2 — Kc — 2 

i^i y b^x — y-^j^r^j^yt^^^ 

Jetzt kubirt man und wendet wieder corr. Addition an. 
Das giebt: 

Bardcy, Alg-ebraische Gleichung-en. ^ 



u. s. w. 
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(6 + o:) + (« -^x) (^c"-Fl + yt^r^f + (Kc +'2 -Vc- 2)» 

_ 3(g + 2) + {c -2) 7/£;=l 
(c + 2) + 3(c— 2) r c + 2 

2x— (a — b) ^__ c+ 1 t/c — 2 
a + A ^^ c — \ r c + 2 

Diese AuflösuQg ist schon etwas allgemeiner als die in a. 
angegebene. Sie ist für Gleichungen von obenstellender Form 
anwendbar mit Wurzeln jeglichen Grades, die in a. angegebene 
nur für Kubikwurzeln, wo sie freilich die einfachste ist. 

c. Auch die in b. angegebene Methode ist bei Wurzeln 
höherer Grade weitläuGger als nöthig. Man würde sie auch schon 
nicht gut anwenden können, wenn das 2. Glied negativ wäre. 
Folgende Methode ist die allgemeinste und fuhrt auch zugleich 
immer auf den einfachsten Radicanden. 

Man sucht aus der gegebenen Gleichung den Ausdruck 



¥ 



a — X 
b~+^' 



indem man sie nach 172. b. so schreibt: 



(2) ' (f r?l)' - '^ fVr^ +1 = 



— X 
+ X 

Das giebt 

(3) |/^ == i+Il 



C« 



^i 



-^x 2 

Damit ist die Lösung schon fertig. Setzt man 

(4) . C-^t^l^/^ 

so erhält man aus (3) 

Sind statt der Buchstaben Zahlen gegeben und gehen die 
Wurzeln über den 4. Grad hinaus, so ist diese Formel zur Be- 
rechnung von X die geeignetste. 

d. In der Formel (5) kommen jedoch noch Wurzelgrössen 
im Nenner vor, da c^ nach (4) eine Wurzelgrösse enthält Wollte 
man diese in der gewöhnlichen Weise fortschaffen, so wurde bei 
dieser und besonders bei mancher der folgenden Aufgaben die 
Rechnung umständlicher werden als nöthig ist. 

In (3) ist der aus der quadratischen Gleichung (2) gefundene 
Werth für die Kubikwurzel angegeben. Man kann ebensogut 
schreiben ; 
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Yc^ — 4 

Man hat demnach 2 Formeln für die Unbekannte aus der 
quadratischen Gleichung und allgemein den Satz: 

Aus jeder quadratischen (Buchstaben-) Gleichung 
mit irrationalen Wurzeln ergeben sich zunächst 
immer zwei Formeln für die Unbekannte, eine, wo 
die Wurzelgrösse im Zähler, und eine, wo sie im 
Nenner steht. 

In (3) steht die Grösse }/c^ — 4 im Zähler, in (6) steht sie 
im Nenner. 

Hat man nun für eine Grösse X zwei Formeln gefunden 

(7) j: = |undjr=^', 

so kann man aus diesen beiden beliebig viele andere Formeln 
für dieselbe Grösse X ableiten. Erweitert man nämlich die Quo- 
tienten durch beliebige Factoren m und m^ und addirt oder sub- 
Irahirt Zähler und Zähler, und Nenner und Nenner, so rauss 
noch immer sein 

^^^ ^ — Bm± B^m, ^• 

Dieser Satz dient oft dazu, verwickelte Ausdrücke zu ver- 
einfachen und weitläufige Rechnungen zu vermeiden. 

Wegen seiner vielfachen Anwendung in den folgenden Auf- 
gaben soll der durch die Gleichung (8) angegebene, aus (7) 
folgende Satz kurz der Correspondenzsatz heissen. Dabei soll 
unterschieden werden: „den Correspondenzsatz mit Addi- 
tion anwenden", wenn man den Ausdruck X = p ^T J^\ 

Um -f- D ^m^ 

und: „den Correspondenzsatz mit Subtraction anwen- 
den", wenn man den Ausdruck 2r = -97^— ^— bildet. 

Bm — ByVi^ 

So entsteht aus 
direct nach dem Correspondenzsatz 



*) Der Beweis folgt sofort, wenn man rechts in (8) aus {1) A = BX 
und Ay^=^ BX einsetzt. 

4* 
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ersteres durch Addition, letzteres durch Subtraction. 



SeUt man in (3) und (6) der Kürze halber }/c'^ — 4 = r 
und kubirt, so hat man 

a — X (c + r)3 8 

b + x 8 (c — rf 

Hieraus durch corr. Addition 

a — b '-2x (c + r)» — 8 8 — (c — r)^ 

a + b (c + r)» + 8 8 + (c — r)3 

Hier sind für die Grösse ^"~ ,~^ - zweierlei Ausdrücke 

gefunden. Soll nun kein r, d. h. keine Wurzel im Nenner vor- 
kommen, so sind die beiden Ausdrücke nach dem Correspondenz- 
satze so zu verbinden, dass im Nenner nur noch r^ bleibt. Man 
hat also direct den Correspondenzsatz mit Addition anzuwenden. 
Das giebt 

a^b — 2x (c + r)3 — ■ (c — r)^ (3 c» + r«)r 

a + b (c -j- r)» + (c — r)3 +16 c (c« + 3r«) + 8 



Nun ist r = yc^ — 4. Dies eingesetzt, erhält man nach 
einigen Reductionen das schon mehrmals gefundene Resultat 



a^b — 2x , c-4-l--/c — 2 



■^ — c — 1 f i 



a + b — c — lfc + 2 

Dieser Weg scheint sehr umständlich, ist aber in Wirklich- 
keit sehr einfach und zugleich sehr allgemein. 

Der Correspondenzsatz und die corresp. Addition sind im 
Wesentlichen kaum von einander verschieden. 



284. y 7— L — y — — = c 

f b -\- x f a — X 

- a — b , a+b 2 + (c^ + l);^c' + 4 

L. iC— 2 ■+• 2 ' c3 + 3c 

Man verfahre nach 283. d. Man findet hier, wenn man 
yc- + 4c=r setzt, 

a — b — 2x (r + c)S — 8 __ 8 — (r — c )^ 

rt + 6 (r + c)3 + 8 8 + (r — c)^ 

Jetzt ist der Correspondenzsatz mit Subtraction anzuwenden, 
wenn das r im Nenner fortgehen soll. Das giebt 

a — b — 2x (r + cY + (r — cf — 16 
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285. £^_Hi£ = c 
286. 



2c 

a — X b — X 



b — X a — X 

287. /f^ + i/^±^ = c 

f b -\- X f a — X , 

T a — b . a-\-b c Yc^ — 4 

Bei dieser und der folgenden Aufgabe kommt mau wohl 
am leichtesten durch Quadriren zum Ziele. 



288. f^^^ - f/^-^^ = c 

T _ a+* , a — b c« + 2 

^- ^ — ~2~ + "27" * n^^ri 

289. y ^ + J^*±^ = c 



T ö — b , a-^-b c^ -{- c — 1 ^/ 



c — 2 



c + 2 

Hier ist das in 283. b. angegebene Verfahren wohl das 
kürzeste. Man hat dann 

Kc + 2 + VT^^ 



V: 



a -r— X 



b + x Yc^^ — VT^^ 

Jetzt zur 5. Potenz erhoben und corr. Add. angewendet, 

a — b — 2a; (»* + «)^ — (w2 :— nY 5i»^ + lO/ft'n* + ''^ '^ 
a-\-b {m '\' nY -{- {m — ti)^ wi'*-|r 10m*«* + 5n* w' 

WO der Kürze wegen ]/c + 2 ;= m, j/c — 2 = n gesetzt ist. 
290. f/±^-i/^±^ = c 

r b -j- X f a — X 
- a — b « + 6 2 + (c* + Sc* + 1) Kc* + 4 

Hier schlage man den in 283. d. angegebenen Weg ein. 
Nach 283. c. würde man, wenn man der Kürze wegen 



setzt, erhalten 



{^-±1^) = 0. 



a — bci 
l + q 
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^•^--2-+ 2 — yc-::r2~ 

Man addire auf beiden Seiten 2 und ziehe die Wurzel, so 

liommt 

d — X , b -i- X 

» 1 I ■■ 



-\- X a — X ' 

Ebenso durch Sublraclion von 2 

Aus der Addition dieser Gleichungen folgt: 

a — x Vc + 2 + Vc — 2 2 

Hieraus 'durch corr. Add. 

aj-_bj-2x yc + 2 + yc — 2—2 2 — Kc + 2 + Kc~^^ 

ö + * Kc + 2 + K^"^=^ + 2 2 + Kc~+2 — //^"^^^ 

Also nach dem Correspondenzsatz durch Addition 

fl — 6 — 2a7 yc + 2 —2 

T-I = J- ^- U. S. W. ' 

^a + b yc — 2 

Die Wurzelgrössen j/c + 2 und ]/c — 2 können mit ^llen 
möglichen Zeichen genommen werden. Die gegebene Gleichung 

17 

hat demnach 4 Wurzeln. — Für c = -^ erhält man 

a?j z^2a + b, X2 = '^{2a — b), x^=s^{a — 26), x^ = — (a + 26). 

,. -« + 6 , « — 6 2 + (c — l)Kc + 2 

2^2 (c+i)j^V=r2 

Um die angegebene Form des Resultats zu erhalten, muss 
man nach 283. b. und d. verfahren. Man hat 






Kc + 2 — yc — 2 

yc + 2 + yc — 2 2 

2 ~Kc + 2-K^^=^ 
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«— ^ _ ( y7+2 + y^'^^ y _ / 2 y 

a 4- b — 2«? 

— ' 7 = U. S. W. 

a — 

Dann ist der Correspondenzsatz mit Addition anzuwenden. 
Das giebt schliesslich 

« — * ~ . (c + 1) y^^^2 

Die Gleichung hat, wie die vorige, 4 Wurzeln. Setzt man 

17 

c = - , so erhält man die 4 Wurzeln 

4 ■' 

Sa-j-b a + Sb 8a — 6 86 ~ a 

9 ' 9 ' 7 ' 7 



on^ fla; + 6 , ex -\- d ax — b . ex — d 

294, — rV" + —rzr = — ir H :r^ 

a -|- 007 c + «a? fl — bx c — dx 



Man ziehe je zwei ähnliche Glieder zusammen, so giebt das 



2ab (1 — a?») 2cd (i — x^) ^ 

welche Gleichung durch Zerlegung leicht weiter zu löseil ist. 

295. (a> + l){x + 3) {x — 4) (o; — 7) 

. + {x—1) {x — S) {x + 4) (a; + 7) = 96 
L. a;=: + 2, + 3 . 

Bei der Entwickelung ist das bei 1. Gesagte zu beachten. 

296. {x — 1) (o; + 3) {x — 6) {x + 9) 

+ {x + 1) {x — 3) (ic + 5) (o; — 9) + 18 = 
L,x = ±2, ±ß 

297. {2x + 1) (2 — x) {3x + 2) (3 — 2x) (1 + x) 

+ i^x — 1) (2 + x) (3a; — 2) (3 + 2x) [1 ^ x) = 30 

L. a; = ± 1, i/3, cx) (cf. 298.) 
Die entwickelte und geordnete Gleichung wird 

16^:4— 19a;2 +3 = 
d. h. (a;2 — 1) (16a:^ — 3) = u. s. w. 

9QÖ 11+^ 1^ 5 + a; , 2+07 11 — x , 5 — a? , 2 — a? 

^^^- T+^ "^ 3+^ H^ ~ 'l^^ ■*" 3 — "^ ■*■ 1 — a? 

/23 
L. o; :== 0, CX), + ö , y y 
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Man hat zuerst die entsprechendeD .Glieder zu vereinigen 
ond dann gleichnamig zu machen. Die Wurzel oc kommt, weil 
die höchsten Potenzen von x fortfallen. 



299. X j/x — a + a yx + a = }/x^ + a 



L. a: = 0,cx),ö, — -a 



300. yx^ — 2ax+b^ = y[x + b] [b — a) — }/[x — a) [b — x] 

h. X = a, b, a ±^ Ya * — b- 

Man bringe das 3. Glied nach links und quadrire, so iässt 
sich die entstehende Gleichung leicht zerlegen. 

301. /^Hl - /JITl = %ZL2 

Vax 
L. x = a. 



fl — 1 

Schafft man die Wurzeln fort, so erhält man 

(a — 1)2 o;* — 2a2 [a — 1) [x — 1) x'^ + a^ [x — ly^ = 
Links kann man die Wurzel ziehen. Es bleibt also nur noch 

zu lösen 

{a — 1) a:* — a^ (« — 1) = 

Man kann auch die Gleichung des 4. Grades vermeiden. 
Quadrirt man, so giebt das zunächst 



ax'^ + a^x — x'^ — «2 — 2ax ]/(« _ 1) (a: — 1) = 
x'^[a — l) — 2ax ^(a — 1) {x — T) ~ «^ (a; — 1) = 
Links die Wurzel gezogen, 

X j/a — 1 — a y X — 1 = u. s. w. 



2a?« 



30^. yx (« + o:) — yx (a — x) = - 

L. x = 0,iay2 

Man quadrire, isolire die noch bleibende Wurzel und qua- 
drire wieder, so giebt das 

Ax^ — 4:a^x-'i'a^ = 
d. h. 2x^ — «2 __ Q u g yy 

Oder man setze 

yx (« + a:) + yx [a — x) = /, 
einer neuen Unbekannten. Diese Gleichung mit disr gegebenen 
multiplicirt, kommt 

' t = yäjä~'f^) 
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Man hat demnach statt der gegebenen Gleichung folgende 
zu lösen 



j/x (ö + o;) + j/x (a — a;) = l/a (a + 2 a;), 

was offenbar einfacher ist. 

Diese hier angewendete Methode, zunächst die Differenz der 
in der Gleichung vorkommenden Wurzelgrössen zu suchen, er- 
spart oft weitläufige Rechnungen. 

303. /^"=^~2 + j/x = j/x'^ — 1 
L. a; = l + ]/~2 

Man quadrire, bringe auf und ziehe die Wurzel, so kommt 
j/x^~^^^^^2x — 1=0. 

L. x = ±a,a(—2± j/b) 
Man quadrire, so erhält man 

Aax {a^ — o:^) = («^ — a:^)^ 
welche Gleichung sich leicht weiter durch Zerlegung lösen lässt. 

305. /2«2 + a^ — j/a^ — x^ = j/d^x 
L. ar = « (— 1 + j/2) 

Nach Fortschaffung aller Wurzeln kommt man schliesslich auf 

(0:2 + 2aa: — «2)2 — 

Bringt man die 2. Wurzel nach rechts, quadrirt und bringt 
auf 0, so giebt das 

[}/a [a — x) — ]/x [a + x)f = 

306. ]/^ - y^^ = ^2 (l - I) 

L. a; = « (l + j/ 2) 

Man quadrire und bringe auf 0, so kommt 

\j/x [x — ~ä) — j/a {x + a)f = 

307. (a + j/a'^ — l) {b + j/b^ — l) = x + /^^-ZTi 

L,x = ab + /(a^ — 1) (b^ — 1) 

Der einfachste Weg zur Lösung zu gelangen, ist, beide 
Seiten der Gleichung in 1 zu dividiren. Da nämlich 



•s 
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—-7 — - = « j/u^ i U. S. W. 

ist, so erhält man 

(1) (a — ^/«'^^=^) {b — j/b^ — l) = x — yx'^ — l 

Diese Gleichung zur gegebenen addirt, liefert sofort die Un- 
bekannte. 

Allgemeiner kann man auch hier den in 302. augegebenen 
Weg einschlagen. Man setzt 

(2) (« — j/a2 - l) {b - /6'^"==1) = i 
Multiplicirt man diese Gleichung mit der gegebenen, so giebt das 

1 = / (a; + Yx^^ — l) 

t — ^l = a; — l/x'^ — 1 

Daher geht die Gleichung (2) in die Gleichung (1) über u. s. w. -^ 
Subtrahirt man (1) von (Jer gegebenen Gleichung, so erhält man 

a j/b'^ — 1 + b /« 2":^ _ j/^2 _i 

x.^ — (a yW-^^ + b /i^-HT)^ = 1 
Setzt man hierin für x den gefundenen Werth, so muss immer sein 
{a b + y{a^ — l)[b}^:i)f — {a ^P^T + b j/^'m-if ^ J, 
wie sich leicht ergiebt. 

308. (« + /rt^"^"!) {b + )/62 + l) = a: + )/a:2 — 1 
L. a; =: a j/b^~+l- + b j/a'^ — 1 

Man findet hier zunächst 

309. (a + /a'^— l) (6 + /62 _ i) (^ + /^^""^H:) 

= cT + Yx'^— 1 

^10 y^ + ^^ + Va — ^ ^ Vmx + 2 + K y;?a? — 2 

Ka + 2a? — ^«~— 2a? « Vmx + 2 — K?«a? — 2 

f TW f Wl 

Man schaffe die Wurzeln aus den Zählern fort, so erhält man 



fl wo? 



a — J/a^ — 4a?^ mac — ym^x^ — 4 
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Macht man gleichnamig, schafft die Wurzeln fort, so kommt man 
schliesslich auf 

311. /(a + x){x'- b) + j/(a — x) (x + b) = /(a + x){x + b) 
— y[a — x)[x — b) 

j ya{a + 2b) + ya{a—2b) 
L.x=^ 2 

Nach FortschafTung der Wurzeln kommt man schliesslich auf 
x^ — a^x^ + 0^6*^ = 0, weiche Gleichung weiter zu lösen ist 
nach 261 ff. 



312. a/x^ + 1 — /c2>2 + 1) _ 62 ^ ^^ 
L. X = 



ai + b^ — c^ 



Via + b + c) (— a + b + c) (a — b + c) (« + b — c) 

Ausserdem kommt noch x = y — 1. — Man bringe das 
2. Glied nach rechts und quadrire, so giebt das eine Gleichung, 
die durch Zerlegung weiter zu lösen ist. 

Sind a, b und c die Seiten eines Dreiecks, so ist x gleich der 
Cotangente des der Seite c gegenöberUegenden Winkels. Denn 
einerseits folgt aus der Lösung, wenn A den Inhalt des Dreiecks 
bedeutet, 

«2 _l_ LZ ^2 

(1) ^ = -^Ä-^ 

Andererseits hat man 

2a6cosy=3a2 + 6^ — c'^ 
2 g & sin y = 4 A 



, . fl« + Ä2 — c2 

also cot y = — -^-^ 

mithin x = cot y 

313. ax = yb^x'^ — 'a^ + yc^x'^—~a^ 

2a2 



L. ic = Tv— 



K(« + 6 '+ cy(~~«T b + c){a-b'\-c){n + b — c) 

Dazu kommt noch a: = 0. — Sind a, b, c die Seiten eines Drei- 
ecks und die ihnen gegenüberstehenden Winkel resp. a, ß, y, so ist 

o; = cot jS + cot y 

Nach der vorigen Aufgabe hat man nämlich 

cot ß = -'•+;'-^' , cot y ^ "-^^=^ 
^ 4 A ' 4 A 

Die Addition dieser Gleichungen giebt die Behauptung. 
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314. }/x^—'a^~II~b'^ + j/x^ — a^ — c2 + /a;2 — 6^ — c'^^x 

L-^ = ±i(- + y + -; 

' Sind a, b und c drei gerade Linien, so ist x die halbe 
Summe der drei vierten Proportionalen zu denselben. 

315. /a:2 — «2 + ^-2-^-^2 ^ j/a:2 — c^ = x 

L ^ ^ (fl + 6 + c) (~ fl + 6 + c) {a-h + c) {a + h ~ c) 
2f'2(— fl2 + 6« + c«) (ß* — 62 + c«) (a« + 6* — c«) 

Auch hier kann man o; geometrisch deuten, wenn a, b und 
c die Seiten eines Dreiecks sind. Construirt man nämlich a^, h^ 
und C] so«, dass 

so ist o; gleich der halben Summe der drei vierten Proportiona- 
len, zu den Linien a^, 6, und q, d. h. 

(2) -=±K^ + "f + ^) 

Die 3 Linien a^, h^, c^ sind leicht zu construiren. Man 
schlage über jeder Seite des Dreiecks als Durchmesser einen 
Kreis und ziehe von den Ecken des Dreiecks nach den Punkten, 
wo die Kreise die Höhen des Dreiecks schneiden, gerade Linien, 
so sind dies die Linien, a^, b^, c^. Man erhält so im Ganzen 
6 Linien; von diesen sind aber je zwei einander gleich. 

jI In dem Dreieck ABC sind BE und 

-^.^ CE zwei solche Linien. Im rechtwinkligen 

Dreieck ^C^" ist 




J5f£;2 = a ' BD = a ' c cosß 
^— ^ =^{a^ — b^ + c% 

mithin BE=^b^, Ebenso würde CE=c^ sein. 

Die Richtigkeit der Gleichung (2) folgt, wenn man aus (1) 
in (2) substituirt. 

Die Linie x hat zum Inhalte des Dreiecks eine eigenthäm- 
liche Beziehung. Man hat die bekannten Formeln 

{a + b + c) {—a +b + c) (a — b+ c){a + b — c)==:16A'^ 
— a"^ + b^ + c'^ = 2bc cos cc, a^ — b^ + c^ =3 2ac cos ß, 

^2 _|_ ^2 — ^2 —^ 2ab cos y. 

Dies in die Lösung eingesetzt, giebt 

2_ 4A^ 



(3) X 



a^ö^c^ cos « • cos ß • cos y 
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\Am den bekannten Formeln für den Inhalt des Dreiecks 

/\ z=^ bc sin a, A = i ac sin ß, A = 4- a6 sin y 

folgt durch Mulliplication die symmetrische Formel 

A^ = ^ a^b^c^ sin or • sin jS • sin y 

Diese Gleichung mit (3) multiplicirt, liefert 

a;2= ^ A ig« • tg/3. tgy 
A = 2x^ cot of • cot jS • cot y 

j 2ahc 

K(7+ b + c) (—a+ b^c) (a — b + c){a + b — c) 

Sind a, b, c wiederum die Seiten eines^ Dreiecks, so ist x 
der Durchmesser des umschriebenen Kreises. — Ist 
nämlich der Durchmesser =6?, so hat man, da der Nenner der 
Lösung 4A ist, und bekanntlich die Formel abc := 2dA gilt, 

X = — j-r — = d. 
4 A 

Man kann das auch direct ableiten. Die Formel 

(1) tg of + tg /3 + tg y = tg of . tg /3 . tg y 
ist bekannt. Es gilt somit auch 

(2) cot a • cot jS + cot a • cot y + cot ß • cot y = 1 
Multiplicirt man diese Gleichung mit 2, addirt auf beiden Seiten 

cot a^ + cot ß'^ + cot y^ 
und radicirt, so giebt das 

(3) cot a + cot /3 + cot y = ^cot a- + cot /J^ + coTy^ + 2 
Nun ist bekanntlich 

a . a b . c 

sin of = — , sin p = -, sHi y = -, 
also auch 

cot «^ + col^* + coty^ + 2 = d^(;^ + i + ^ - Jj) 
Dies in (3) eingesetzt, giebt die oben stehende Gleichung für d=:: x, 
317. a ^(a;2_ft2) {x'^ — c'^) + b -/{x'^ — a^) {x'' — c^) 
+ c j/{x'^ — a'^) [x'^ — 62J = abc 
L. wie in 316. 
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Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nicht verschie- 
den, wenigstens nur der Form nach. Wenn man in 316. gleich- 
namig macht und quadrirt, so erhält man 317. — Man kann 
317. auch direct aus 316. (2j ahleilen, wenn man für die Co- 
tangenten ihre Werthe durch die Seiten setzt 

cot a = — Vx^ — «2 u. s. w. 
a ' 

Wie in dieser und in der vorigen Gleichung x auf algebra- 
ischem Wege gefunden ist, so konnte es auch auf geometrischem 
Wege gefunden werden. Gleichungen, die ausser der Unbekann- 
ten nur noch die Grössen a, b und c enthalten, lassen häußg 
eine Beziehung auf^ das Dreieck zu, und bisweilen ist sogar die 
geometrische Lösung leicht, wo die algebraische auf Schwierig- 
keiten stösst. Es sei z. B. gegeben 

(1) a j/x^ - «■•' + b j/x'^ — b' + c yx-' — c^ = ^^ 

Schafft man die Wurzeln fort, so wird die Rechnung sehr 
weitläufig. Eine einfache geometrische Betrachtung zeigt, dass in 
diesem Falle x der Durchmesser des um das Dreieck beschrie- 
benen Kreises ist, oder doch sein kann. Denn 



aj/x^ — a^ bj/x'^-^b'^ c}/x'^ — 



c 



2 



sind die 4fachen Dreiecke, welche von je einer Seite und zwei 

Radien gebildet werden , und ist der 4fache Inhalt des gan- 

zen Dreiecks. Daher giebt x als Durchmesser des umschriebenen 
Kreises eines Dreiecks, dessen Seiten a, b, c sind, eine Lösung 
der Gleichung (1), und es muss nach 316. und 317. mithin 

,o\ ^abc abc 

^ ~ ^(ß + ft + c) (— fl -f 6 + c) (« — Ä + c) (ö + 6 — c) 2 A 

eine Lösung der Gleichung (1) sein, — Dass diese Lösung genügt, 
ist leicht nachzuweisen. Man hat nämlich aus (2) 

yx" — «-^ = - j^^r — - — -, y x^ — b^ = ' 



4A ' '' 4 A 

4A 



y-^^r=rji = ^A^^l+J^'z^ 



Dies in (1) eingesetzt, kommt 

«2 (_ «2 + 62 + c2) + ft2 («2 — ft« + c2) 

+ c^la"^ + 6* — c*) = 16 A^ 
eine identische Gleichung. 
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318. j/(a'^ — x'') ib^ — x^) + i/ia'^ — x^) (c2-^r^ 
+ j/Jp — x'^} (c2 _ x'') = a:2 

■'-=i"''/(^44)(44-r)"GT-4)(RT) 

Auch diese Gleichung mit ihrer Lösung lässt eine geomelri- 
•sche Deutung zu. Sie ist folgende: 

Man construire aus a, b, c ein Dreieck, aus den 
Höhen dieses Dreiecks ein zweites und aus den 
Höhen dieses zweiten ein drittes, so ist x der 
Durchmesser des um das dritte Dreieck be- 
schriehenen Kreises. 

Sind nämhch die Seiten der drei genannten Dreiecke resp. 

abc aj6|Cj «2 ^2 ^2 
und also ihre Höhen entsprechend 

und ihre Inhalte bezuglich, 

A A, A2 

und der Durchmesser des um das erste Dreieck beschriebenen 
Kreises = cf, so hat man die Gleichungen 

(1) ««j = &öj= ccj = 2 A 

a^a2 = b^b2 = €^€2 = 2 A^ 



(3) ^ = ii" 

Aus (i) folgt . 

1 öl r bj 1 c, 

Dies in die' Lösung eingesetzt und beachtet, dass 



sein muss, erhält man 

abc • A< 



^— 2A^ 



Diese Gleichung durch (3) dividirt, giebt mit Berücksichtigung 
von (1) und (2) leicht 



X Ai Äj Äj 



c. 



2 



d A a b c 

Hieraus sieht man, dass x zu »2 &2 ^2 dieselbe Beziehung haben 
muss, wie d zu abc, womit die Richtigkeit der geometrischen 
Deutung nachgewiesen ist. 
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319. 



ya — X -\-}^h — X c 

Va — x — Vb — X V{a — x) (6 — V) 



L.a; = -2- + ö- - y a_h-^\c 

a. Man schafil alle Wurzeln fort, indem man mit den Nen- 
nern iieraufmultiplicirt, die Glieder mit y^a — x zusammenzieht 
und ebenso die mit ^h — x und dann quadrirl. Das giebt 

(a + c — xY [b — x) = {c — ft + xY (« — x), 
wovon nach der Entwickelung bleibt 

x'^'-{a + b)x+ ab = ^^^r^ 

Diese Gleichung ist in der gewöhnlichen Weise weiter zu lösen. 

b. Man suche durch corr. Addition zu lösen, indem man die 
identische Gleichung 



(1) \/[a — xY — ]/[b — xf = a — b 

benulzt. Dividirt man diese Gleichung in die gegebene, hebt 
durch Ya — x + j/6 — x und geht mit der Wurzelgrösse 

'\/(a — x) [b — x) nach links, so giebt das 

/2\ ^(a — x){b — x) c > 



^a — x — Vb^^f ■ « — * 



Hieraus nach 18. 10, indem man "/a — x = u und j/b- — x = v 
gesetzt denkt. 



/q\ Va — X -{- yb — X 1 /« — b ' 



b 



Jetzt wieder corr. Add. angewendet, quadrirt und nochmals 
corr. Addition angewendet, kommt 

« + 6 — 2a? [a — b + 4c) + (a — b) 

— = ^ „ - L-" :. _/ - u. s. \\. 

2y[a — b)ia — b + 4:c) 

Die Gleichung (3) kann man auch dadurch erhalten, dass 
man links im Zähler die Wurzeln fortschaift in den , Nenner. 
Das giebt 

n — b c 

u. s. w. 



{ya — X — yb~^~~if Via — x) {x — b) 

c. Noch einfacher kehrt man die Gleichung (2) um und 
findet, indem man das Quadrat entwickelt, daraus zunächst 

{a — a?) + Q^ — ^) « — b -\-2c 

yja — x){b— x) c 
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a — b + 2c 



U. S. W. 



Daraus nach 18. 16. 

(a — x) + {b — x) 

{a - ao) — {b-x)~ y(a-b + 2c)^ — 4c^ 

d. Eine allgemeinere Methode der Auflösung für Gleichungen 
dieser Art ist, dass man solche neue Unhekannte einführt, durch . 
welche die Gleichung von den Wurzelgrössen frei wird. Das er- 
leichtert die Uebersicht. Hier hat man zu setzen 

(4) j/a — X = u j/b —- X = V 

Dann folgen aus der gegebenen Gleichung und aus (4) die beiden 
Gleichungen 

U -^ V c 

U V UV 

a — b^ 

Hieraus sind u und v zu bestimmen. Man sucht zunächst uv 
und daraus w^ ^ ^2 Durch Multiplication und Division folgen 

aus (5) 

(6) 

(m — v)^ ==- 
- tj ■ 

Die Subtraclion dieser Gleichungen liefert 



(5) 



LW^ — t;2 r=: 



UV 

(a — b)uv 



(7) 



4mü 
a — b 



c 

UV 



UV 

c 



UV = C j/ — — j 



b + ^c 

Die Addition der Gleichungen (ßj liefert daher 

d. h. wegen (4) 

a + b — 2x = {a ^ b'+ 2c) ]/^ 



— b 



Ä + 4c 



— b 



6 + 4c 

Statt der in (4) gemachten Substitution hätte man auch die 
Substitution v 

ya — X = u + V 

j/h — X = u — V 

machen können und wüVde dadurch bei den meisten Aufgaben 
schneller und leichter ^um Ziele kommen. Da jedoch auch diese 
Substitution auf Gldchungen mit 2 Unbekannten führt und diese 
Methode der Auflösung sich nicht wesentlich vjon der folgenden 
unterscheidet, so ist sie nicht weiler berücksichtigt. 

Bardey, Alg-ebraische Gleichang-en. ' U 
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e. Mao setze 

(8) j/a —X = (1 + t)k }/b — X = (1 — /) A. 
Aus dieser Substitution folgt 

A* a — 

und die gegebene Gleichung gebt somit über in 

1 c • 4< 

Das giebt 

i9) t = ^ ^3T-+4-c 
Aus (8) hat man 

■j/ a — X 1 + ^ 

f b^lc 1 — ^ 

Dies quadrirt und corr. Add. angewendet, kommt 

a^b — ~2 r — * VT + 7 

Hierin für i aus (9) den Werth gesetzt, giebt 

a + b — 'lx a — h + 2c 
opfk Vx — a + Vx — b c / 

I I ^ + ^ j ^ 1/ o- — b 

L. a;_-2 •" Y /"^ 2c —« + 6 

Der einfachste Weg ist hier wohl der in 319. e. angegebene. 

Auch der in 319. c. ist sehr kurz. Man hat mit Benutzung von 



}f{x — ö) 2 — }/\x —^6) '^ = — (« _ b) 
aus der gegebeneh Gleichung 

(a? — fl) + (a? — b) c 

{Vx — a — K^"^^)^ ^' ~ ^'' 

Hieraus durch corr. Add. 

(a; — ö) + (a; — />) c 

2 ^(a; — a) (x ^)) '^ c — {a ^ b) 

Mithin nach 18. 16. 

{x — a) + (x — b) __ c ^ g^ ^^^ 

(a? — fl) — (a? — i) ^c2 _ (c __ ß _|_ ^,)2 

or*i (ö — x)Va — X -\- (b — x) yb — X 

ya — X — Vb — X 

j a + b j^2c — a-^- b -,/ a — b 
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Nach dein in 319. c. angegebenen Wege Murde man hier 
kommen auf 

y{a — x)* — V{a — x){h — x)-\- Vib ^ xf c 

{a — x) + {h — x) 2c — «4-6 

y{a — x){b — x) e — a + b 

322. 9^'^-^- + 1E^)1 = r. 

y a — X — y b — X 



T «+6,« — b -\- c -, / a — b 

L. a? = -^ + — j — y -j- 

323. (« - .) /^ - (6 _ X) /^l = 

^ « + Ä , (fl 6) C 

Vi, X •=■ — :^: —, -^r= 



C 



324. ((ö — ät) ya--x + (o; — 6) ^a: — ^) (^« — x + ^^^^) 
= (ö — bf 

L. a: = ö, ft, — ^ 

Man führe die Multiplication aus. Das giebt leicht 

\ 

[a — 6) /(« — o:) (a: — ft) = 2 (a — ar) (o: — h) 

325. (a_a:)/^+(a:-6)/^^ = «-6 

Die einfachste Auflösung ist hier wohl die in 319. e. ange- 
gebene. Man setzt also 

ya — X = (1 + l yx'^b = (1 — /) X 

Da findet man schliesslich für t die Werthe und y — 3. Dem- 
nach wird man weiter zu lösen haben 

fa? — ra; — o 1 V — 3 



326. ^JL-^fEl" = 2 

Yi — x + yx—^ 



L. a: = 7, 3, 5 -}- 4^— 2 

327 (^^ — ^)^ K/ — a? + (a? — (gQg Yx — /> __ / __ ^^2 

Ya — a? + Yx — b 



5* 
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Man kann links durch den Nenner heben, nach der Formel 

•iit^* = u* + p* — UV (i|2 + v^) + t|2 t;2 

tt -j- » 

= lu^ + vy — UV (t|2 + »2) _ „2^2 

Das giebt 

{a — b)^ —(a — b) }/{a — o:) {x — ~6J — (« — a:) (ät — «^) 

== (<i — 6)2 u. s. w. 

qoQ (/i — ar)' Ya — X — {x — bY Vx — b ^ 

'*'^'*- [ra-lc - Vx-I,)' ~ 

L. wie in 327. 

« a — 6 

L. a: = -2- 

Die Gleichung liefert zwei gleiche endliche Wurzeln. — Man 
bringt den Nenner nach rechts, vereinigt die Glieder mit j/a— x 
und die mit J^b + x, quadrirt u. s. w. 



L. X = 



ya — x + Vb + X 
a — h 



2 

Man hebe links durch den Nenner. Da bleibt noch 

/(a — ar) (6 + x\ {j/{a — x)^ — y[a — x)(b + '^) + j/"(b~+'^') 

Daraus 

(« -a:){b + x) - [a + b) y{a — x) [b + x) + (^^)' = 

y{a — x) [b + x) — '^-%— = u. s. w. 

Die Gleichung liefert 4 gleiche \Vurzeln. Schafft raan alle 
Wurzelgrössen fort, so erhält man 

IQx^ _ 32 (a — b) x^ + 24 (a — bf a:^ — 8 (a — bf x 

+ (« _ b)^ = 0, 

d. h. (2a: — (« — b^f = 
331. {x + /a:2_ö)^ {x — yx'^ — a) = c 
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Mail erhält zunäclist, indem man links zwei ungleiche Faclo- 
ren mit einander multiplicirt, 

[x + j/x^ — a) ' a = c 

X + f/x ^ — a = y — , 
welche Gleichung am einfachsten wie 307. aufgelöst wird. 



332. 



iy x^ -f - (fl — X*) ya — x^ 

37 + ^0 X* 

j ySa — 2c + y2c — a 

L. X — - ; 



Man hebe links durch den Nenner und benutze schliesslich 
das bei 261. Gesagte. — Dasselbe gilt von der folgenden Aufgabe. 

X + ^ö* — X^ 

, a V^+S 4- Vc — 1 

2 VT^i 



L. a; = a, b, — — 

Man wende corr. Add. an, kubire lind zerlege schliesslich 
die Gleichung. 

335 W^^^ + Vl^-^' /z-6 



yj^xY ^^{h — xY a + b- 2x 
L, X = a, 0, — 2 — 

336. ^ 3/ L = « — ö 

|/{« - a:^ + fix - A)« 

L. o; = a, ft 

^ (g — a?) y^ x + {h'{'x ) yh — x a +b 

yv+ic + yiT^ ~ 2 

I , a — b 
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[ft — x) ]/~b~+x + (6 + .r) ^a — a; a + b 



338. 



h, X = 



i/a — X -\- y b -|- x 
a — b 



2 

Die Gleichung bat 4 gleiche Wurzeln. 

339. j/a —X + l^x~^^ = i/a — b 
L. a; = a, b 

340. ^(a—xf + y{a — x}(b — x) + ^{b—x)'^ = p'ä'^ + ab + b'^ 

_ {a + b)(a^ + b^) _ {a + b)ab 

^' ^1 — a* + ab + b^ ' ^^ ~ a^ + ab + ft« 

Diese Gleichung lässt sich ähnlich behandeln, wie 69. Man 
erhält zunächst 



ya — X — yb — a; = 



a — b 



ya^ + ab + b'' 

Hieraus durch Kubiren (vgl. 67.) 

a + b , . a^+ b^ 

^— 2 ± * a« + oft + 62 "• ^- ^^'• 

Leichter kommt man nach 73. durch corr. Add. zum Ziele. 
Setzt man ya — x = u und yb — x ^= v, so kommt man auf 

M* — UV -^ V« ß* — ab -^ b^ u -\- V i ^ "1" ^^ 

u^ + Mt> + y* a^ -\- ab -\- b^* u — v — a — b 

Die Multiplication dieser beiden Gleichungen hefert 

j^3_j_j,3 ß3 _^^3 

U^ — i;3 ßS — ft3 

I , aArb — 2a? , d^ + b^ 

^' '*• ^ — = + 3,3 

a — b — a^ — o* 

a '\-b — a — b a^ -\' b^ 

^ ~Y~ ^ 2~ * «3 _ ^,3 "• S- ^'• 

341. ^(^^=^2_|/(;^zr^^ 

_ (fl — ft)(flg + 6«) _ {a — b) ab 



. Xt = 2 

* a* — a 



Xf 



:b + b^ , -2— a^^ab + b^ 

Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nur durch das 
Zeichen von b verschieden. 

(|/(T^=r^2 _ y^^ _ ^) (0. _ 6) + 1/(^^:^6)2)2 .^ 

342. -^^^ 3^, 3- — = a — b 

ya — a; + yx ~ b 

L. a: :=: a , b 

Man multiplicire mit Q/a — o: + ^o: — .b^ , so erhält man 339. 
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343. l/a — x + p'x — b = 



3 a- b 



7 f/{a — x) {x — b) 



344. ^^^±^32!=«,-, 

L. a; = öf, 0, — ^ — 

345. y'cT^^x + Y^^'^^b ^ Y~c 

^ a+b . a — b + 2c -, /4 (a — bY^ ~ c 

^\^— 2 "^ 6 /^ 3c " 

Kubirt man, so fallen nach 67. die Wurzeln sogleich fort, 
aber man erhält schliesslich den Radicanden 

/ fl — b Y (c — a ■+ ^ )3 

V 2 / 27c ' 

dem man es nicht gleich ansieht, dass er einen quadratischen 
Factor enthält. Verfährt man jedoch, wie in 70., 71. oder 73. 
angegeben, so erhält man direct den einfachste.n Radicanden und 
kommt schnell zum Ziel. 

346. }/[a — xf + y{a — x) [b —'^) + Yib'Zr^i ^ Y^i 

j a + b , 2(a — 6)« + cg -y/ 4c« — (a^'^^b)* 

Dividirt man die Gleichung in die identische ~ 

f[a — xf — j/{b ^ xf = a — b, 
so erhält man 

f/a — X — yb — X = ^,c, 

welche Gleichung nur durch das 3. Glied von 345. verschieden 
ist. — Man vgl. auch 340. 

f/{a - xY - y{a - X) {x - «.) + y^x - bY , 

347. jTT- ^=1. — — = // c 

y a — X -\-yx — b 
L,.X— 2 t- 2 3r y 3 ^^^ ^ — y a-b 

Multiplicirt man mit fa — x + ]/x — b und radicirt, so 
erhält man leicht 
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Die Lösung dieser Aufgabe folgt also aus der von 345., wenn 
man dort ^'~ statt c setzt. 

r 

348. f^T^^ + l/b~+~i = ... -- — 

]^(« - ^) (6 + a-) 

I ^ a — b . a + ft -f -2f 7/« + & — ^ 

L.. a:— 2 -1- 2 y a + l + ^c 

L. X = -^ + -^ • 3^ /2c - 1 

350 jk^(« - =')* - V^- ") (^_- *) + f'i": ^W _ ^ 

f/(a — X)' + j/iä^'x) (x — T) + y(x — b)* ' 



L. a; = ^ + --^ /-3 



« + ö j^ fl — 6 1 / 3 c — 1 



351 [^(UjMj^+f/(u-^)f ^^^^^ 

L. a;t= + 13. + 3/21 
352, /(« + a:)2 — /(« — x)^ = y^cx 

. fl + c--/8fl — c , 2a — c^/'la- 



3c 

Die Quadratwurzeln können alle möglichen Zeichen haben. 
Das giebt für x vier Werthe. Dazu kommt noch a: = 0. 

Kubirt man, isolirt die dann noch bleibende Kubikwurzel, 
kubirt wieder und hebt durch Xy so erhält man 

(1) 4 (2a — cY x'^ = 27c (a^ __ x^ 
Zieht man jetzt die Quadratwurzel, so hat man 

(2) ^»^ 2^(2a-c) ^2«_-c_^3^Q 

Hieraus x in der gewöhnlichen Weise bestimmt, kommt die oben 
angegebene Form der Lösung. Man hat dabei jedoch zu berück- 
sichtigen, dass 

(3) (2a — c)3 + 27a2 c = {a + c)^ (8a — c) 

ist. — Addirt man zu der Gleichung (1) auf beiden Seiten so 
viel, dass rechts 27c (a^ + x^)^ entsteht, also 27c • 4a ^o; 2, so 
geht dieselbe über in 

4 (a + c)2 (8a — c) x'^ = 27c (a^ + x^ 
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Zieht man die Quadratwurzel, so giebt das 



ö r O C 



Addirt. man diese Gleichung zur Gleichung (2) und hebt durch 
2 a;» so kommt 

^^ 3 /^. 3c 3 f^ 3c ~^' 

d. h. X wie oben angegeben. Die zweite Auflösung einer qua- 
dratischen Gleichung isj; damit umgangen. 

353. X + ya — a;^ = 



o?' 



X ya 

, Va + Sc + Ya—c 

L. X = R , L -3 

2ya + Sc 

Durch Kubiren (nach 67.) erhält man zunächst 

ö + 3 C = — =r7 .7 

(1) a; ^a ■ — a:^ = 



|/^+3c 

Dies in die gegebene Gleichung eingesetzt, giebt 

(2) X + p'a'- x'^ =z f/a'^ 3c 

Hier hat man die Summe zweier Grössen, deren Product in (1) 
gegeben ist. Man sucht also die DifTerenz. Man quadrirt (2), 
zieht die vierfache Gleichung (1) ab und radicirt, so giebt das 

(3) .-V^-^^^ = ß=l 

I/rt + 3c 

Die Addition von (2) und (3) liefert x in der angegebenen Form. 



354. 



a 



(a + x) ya -^ x -\- {a — x) x/« — x 
|/fl + ar + ^a — x 
h. X = 

(« + a:) f/a — x + {a — x)i/a + x 

355. 4/—r- . -4/ "=='' 

ya + 07 + ya — « 

L. .T = 

356. |/26 — X + ]/x— 10 = 2 

L. a; = 26, 10, 18 + 24 /^=^ 



1 



74 D. Complicirtere quadratische Gleichungen. 

Man quadrire, bringe das doppelte Product nach rechls und 
quadrire wieder, so enlsleht eine Gleichung, welche man leicht 
durch Zerlegung lösen kann. 

(a — j') j/a — j- -(- (o; — b) p x — h . , 

357. -i-^^" T' — ~- = ^' — ^ 

i/fl — ar + l/.T — b 
L. o: = a, b, — ^ 1 ^ y — 3 

(ö — x) f/ x — b + {x — b)pa — ,r ^ — 6 

y a — X -j- y X — b ^- 

L. a:=-2- 

359. (K« — o: + ph'^ xf {\/7^^x — Yb~^^) = c 

2 4^2(0 — ^')c — c« 

Man dividire die gegebene Gleichung durch die identische 

(1) |/(^-^~^ — \/[b — a:)* =r fl — ft, 

so erhält man nach Forthebung der gleichen Factoren 

Es muss also auch sein 

2 ^(ä — a^) (6 — a:) c — {a — b) 

y^r^'x + YF^^ ~ a — b 

Hieraus durch corr. Add. nach 18. 16. 

Va — x — YF^^ Y2{a — b)c — c'^ 

YF^^^ + Yb — x ~ « — ''^ 

Jetzt wieder corr. Add. angewendet, quadrirt und nochmals 
corr. Add. angewendet, giebt sofort und direct 

a + b — 2x (a — bY + 2(« — b) c — c« 
a — b 2 (fl — b) K2(« — b)c — c^ 

Man kann auch alle Wurzeln fortschaffen und direct lösen. 
Die Rechnung wird aber jedenfalls weitläufiger. 

360. ii/a - X + fx — hf (}/a — X + Yx — b) =c (« + ö — 2 aj 

I V — "i+A ^ — ''A± ^ 2(« -/>)(c« + 1) c 
ij.Xi— ^ , X2 — - ^ -T ^4 + 6^2 + 1 

Man hat identisch 

a + b — 2x = i/[ä~^x)^ — j/{x — bf. 
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Setzt n^an dies rechts ein, so sieht man, dass die Gleichung 
zerflflU in 

1. j/a —~x + j/x — b =0 2. )/ä~^ X + }/x^^^ = 

3. ya — X + yx — b = c (j/a — x — f/x — b) 
Diese 3 Gleichungen sind statt der gegebenen aufzulösen. 

361. (y^~x + i/a — xf (/ä~+~x + /^~^~^) =2cx 
1.. x^ — u, ^2 — c4 + 6c«+l 

Va — 07 + Yx — b 

j a+_b ja -* b) K2 c — 7^ 

^•^— 2 ■*" l + 2c — c* 

Die Gleichung hat dieselbe Form , welche die Gleichung 359. 
(2) hat. Sie ist also auf dem dort angegebenen Wege zu lösen. 



362. 



j a + b c' + 2(fl — 6)c-- (a — b )^ -./ a— b 

i-. ^ — 2 ^" 4c ~ Y 2c- a + b 

Mit Hülfe der identischen Gleichung 359. (1) erhält man 
welche Gleichung in derselben Weise zu behandeln ist, wie 359. (2). 

364. yv+x + y^'^^ = y2^ 

L. X = + a, a y — 3 

Die einfachste Auflösung geschieht hier mittelst der Erhebung 
zur 5. Potenz nach der Formel 

Hierin ist 

u = ya -^ X V = /a — X 11+1^ = ^2 a 

zu setzen. Das giebt 

2« = 2« + 5 ya^—x^ • y^a} — 5 y~[a^ — x^' • |/2« 

d. h. yiä'Hia^^ ^^^ = y{a' — a;2)2 u. s. w. 
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E. 

Gleichungen des 4. Grades^ deren Auflosungr mit Hülfe 
quadratischer Gleichungen beschafft werden kann. 

365. x^ + «a;'* + bx'^ + ^a [b — i«^) x -k- d = 

L. ^ = IlMiZ^ii^EM+Ir für r = ^(«2_4^j2_64^ 

a. Man betrachte die beiden ersten Glieder der Gleichung 
als die beiden ersten Glieder eines Quadrats. Dann kann dies 
Quadrat kein anderes sein als [x'^ + ^^^Y» Man versuche daher 
die gegebene Gleichung so zu schreiben * 

(1) {x^ + ^axY + n (a;2 + ^ucc) + d = 0, 

wo n vorläuflg noch unbestimmt ist. — Vergleicht man diese 
Gleichung mit der gegebenen« so muss n zu gleicher Zeit den 
beiden Gleichungen genügen 

(2) \a'^ + n = b und ^an = i^a [b — \a'^) 
Beide liefern 

(3) n = b-{a'^ 

Die gegebene Gleichung lässt sich daher wegen (1) und (3) auch 
so schreiben 

(a;2 + ^axY + (ö — \a'^) [x'^ + ^ax) + d=0 

Hieraus 

... « , , «2 — 4^» + YW— 4ft)« — 64rf rt2 — 4Ä + r 

(4) x^ + ^ax= ~ g ==-- g — "— U.S.W. 

b. Jede Gleichung des 4. Grades 

(5) x^ + ax^ + bx^ + ex + d = 

wird sich daher lösen lassen in der angegebenen Weise, d. h. 
durch zweimalige Auflösung quadratischer Gleichungen, wenn 

(6) . C = iö(ft-i«2) 

ist. — Hat das erste Glied einen CoefQcienten , so dividirt man 
durch diesen, um zu sehen, ob die Bedingung (6) stattOndet. 
Aber auch ohne auf diese Bedingung zu achten, wird sich eine 
Gleichung des 4. Grades immer nur dann in dieser Weise lösen 
lassen, wenn bei dem in a. angegebenen Verfahren die beiden 
Gleichungen (2) für n zugleich bestehen könaen, d. h. für n den- 
selben Werth liefern. 



E. Gleichungen des 4. Grades. 77 

c. Was die Eigenschaften dieser Art von Gleichungen des 
4. Grades betrifft, so ist die \iichtigste die: 

die 4 Wurzeln einer solchen Gleichung lassen 
sich stets so ordnen, dass die Summe zweier 
derselben gleich der Summe der beiden an- 
dern ist. * * 

Aus der Gleichung (4j crgiebt sich , wenn man 

(7) = A — — g = B 

setzt, dass man weiter zu lösen hat 

(8) x^ + \ax = A 

(9) x^ + ^ax = B 

Die Wurzeln dieser beiden Gleichungen sind die Wurzeln der 
gegebenen Gleichung. Sind x^^ und X2 die Wurzeln der Gleichung 
(8), und x^ und x^ die der Gleichung (9), mithin a:, X2 x^ x^ 
die Wurzeln der gegebenen Gleichung des 4. Grades, so muss 
wegen der Gleichungen (8) und (9) bekanntlich sein 

Ä^i + ^2 = — i« x^ + x^ = — ^a 

U. Ha Xt ~J~ »Cn ^— - Xo ~f~ X* f 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

d. Kehrt man den in c. angegebenen Satz um, so ergiebt sich : 

Hat man 4 Zahlen von der Beschaffenheit, dass die Summe 
des einen Paares gleich der Summe des andern Paars ist, 
so kann man diese 4 Zahlen als Wurzeln einer Gleichung 
des 4. Grades ansehen, die sich durch zweimaliges Auf- 
lösen quadratischer Gleichungen lösen lässt. 

Zahlen, welche die genannte Eigenschaft haben, sind z. B. 
1, 2, 4, 5; denn 1 + 5 = 2 H- 4. Man kann also setzen 

(10) {x — l)(x — 2) (x — 4) {x — 5) = 

d. h. X*— 12a:3 + A9x^ — 78a: + 40 = 

Diese Gleichung muss sich in der oben angegebenen Weise lösen 
lassen. Man hat 

(x^ — 6ir)2 + 13 (a;2 _ ex) -t- 40 = 
x^ — 6a: s= — 5, — 8 u. s. w. 

Man braucht übrigens das aus den Differenzen jener Zahlen 
und der Unbekannten gebildete Product nicht == zu setzen, 
wie in (10), sondern kann es, da die Constante keinen wesent- 
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liehen Einfluss auf die Auflösung hat, auch gleich irgend einer 
beliehigen bekannten Grösse setzen, die entstehende Gleichung 
muss sich doch in der bezeichneten Weise lösen lassen, z. ß. 

[x —l)(x — 2) (o: — 4) (o: — 5) = 4 

a;2 _ i2a;3 + 49a;2 — 78a: + 36 = 

(x'^ — 6a:)2 _[. 13 (^2 _ g^) + 36 = 

x'^ — 6a: = — 9, — 4 

a:j = 3 oTj = 3 x^ = 3 +'/5 x^ = 3 — j/~5 

e. Fast alle schwierigeren Gleichungen dieses Buches lassen 
sich auf Gleichungen des 4. Grades von der hier oben behan- 
delten Art zurückführen. Man hat nur alle Wurzeln und alle 
Nenner fortzuschaffen, die Gleichung zu ordnen und auf Null zu 
bringen. Der einfachste Weg ist die$ freilich nicht immer. In 
der Regel werden andere Methoden leichter zum Ziele führen, 
bei denen man nicht erst das Fortschaffen von Wurzeln und das 
Auflösen von Potenzen nöthig hat. Im Stiche lässt uns diese all- 
gemeine Methode sehr selten. 

366. x^ — Qx^ + lx^ + ^x — S = 
L.x=+ 1, 2,4 

367. o;* — lOa:"^ + 35ic2 — 50a: + 24 = 
L.a:=l,2,3,4 

368. 32x^ — 48a:3 — lOa:^ + 21aj + 5 = 
L. a: = |, 1, —i, — i 

Hier hat man statt der gegebenen Gleichung zunächst zu 
schreiben 

2 (4a:2 — 3a:)2 — 7 (4a;2 — 3a:) + 5 = 

369. x^ — 12a:^ + öla:^ — 90a; + 56 = 
L. a; = 2, 4, 3 + ^2 

370. x^ -- 6a:2 + 5a: + 12 = 
L. o: = 4 , 3 , — 1 

Man muitiplicire mit x. und versuche dann nach der in 365. 
angegebenen Methode zu lösen. Man kann dann schreiben 

(^2 _ 3^)2 __ 4 (^2 _ 3^) ^ Q - 

Daraus durch Zerlegung 

1. a:^— 3a: = 2. x^ — 3a:— 4 = u. s. w. 
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Die Wurzel x = bleibt ausgeschlossen , weil der Factor x erst 
nachträglich hinzugekommen ist. 

e371. X* — 2x'^ — Ix^ + 8x + 12 = . 
L. a: = 3, 2,-2,-1 

372. x^ — 4.ax'^ + Aa^x^ — c* = 

373. o:* — 4:ax^ + (4ö2 + ^2 +^2) ^2 _ 2^/ (ö'^ + c^) x 

L. or = a + /a2 _ ^2^ ^ ^ ^«2 __ ^2 
374.' a; (o; — 1) (o: — 2) (x — 3) = 24 
L. ic = 4 , — 1 , -^ 

Muitipiicirt man den 1. mit dem 4. Factor und den 2. mit 
dem 3., so sieht man sofort, dass x^ — 3a: die Grösse ist, für 
welche die Gleichung quadratisch ist. 

Allgemeiner ist x immer vermittelst Auflösung quadratischer 
Gleichungen zu finden, wenn die 4 Factoren, deren Product 
gleich einer Constanten gesetzt ist, eine arithmetische Pro- 
gression bilden. 

375. (x + a) (x — a) (x — 'da) (x -- ba) = 16c 
L. x = 2a + j/la^ + 4.f7f^c 

376. {a — x)^ + (x — ö)4 = c - 

L.x = ^(a + b + }/2r — 3 (« — 6)2) 
für r = y2 (a — b)* + 2c 

a. Man kann hier genau nach der in 365. angegebenen 
Methode verfahren. Man entwickelt die Potenzen^ u. s. w. Zu- 
nächst würde man da x^ — {a + b) x zu suchen haben. Die 
Rechnung ist jedoch auf diesem Wege weitläufiger als nöthig. 

b. Ein viel einfacherer Weg ist schon der, zunächst das 
Product (« — x) {x — b), also den Ausdruck x'^ — (a + b) x 4- ab 
zu bestimmen. Zu dem Zwecke merke man für diese und die 
später folgenden Aufgaben die leicht zu beweisenden und zum 
Theil schon angewendeten Formeln 

1. {u + v)^ = u^ ■}• v^ + 3 {u + v) UV 

2. (u'+ v)^ = M^ + V* + 4 (m + t;)2 UV — 2u'^v^ 

3. (m + v)^ = «r*^ + z?^ + 5 (m +• v)^ UV — 5 (w + r) «2^2 



n 
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ß 

Wie die Formeln lieissen , wenn u — v stall u + v sieht, 
übersieht man leiclit. 

Setzt man für die oben stellende Gleichung in der Formel 2. 

M = a — X » = ar — h w + v = a — &, 

so erhält man mit Benutzung der gegebenen Gleichung 

[a — 6)4 = c + 4 (a — 6)2 (a — ic) (o; ~ fc) — 2 (ö — x)^ (x — hf 
Daraus lässt sich also [a — x) (x — h) bestimmen, es wird 

(a — x) [x — h) = (rt — bf + \ }/2[a — bY + 2c = {a — hy±^r 

x^ — (a + b) X + ab = — (« — 6)^ Zf ^r u. s. w. 

c. Die einfachste Methode der Auflösung ist hier^ zwei neue 
Unbekannte einzufuhren, nämlich zu setzen 

Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

(2 {n + z)^ + {n — zY = c 

Hieraus 

z^ + 6n2z2 + «4 = |c 

(3) z = j/—3n'^ + ysn^ + fc 
Nun geben die Gleichungen (1) 

(4) « = ^* 

(5) _ - = ^-- 

Setzt man für z und n aus (3) und (4) die gefundenen Werthe, 
so liefert (5) die oben angegebene Lösung für x. 

Käme in der Gleichung a — x und b — x vor, so halle 
man statt (1) zu setzen. 

(6) ra-x = z + nl 
^ ^ Ib — x = z — nJ 

wenn z die Unbekannte sein soll. 

377. (5 — x)* + (2 — xy = 17 

L.ir = 4,3,^(7 + /=r34) 

Man wird hier nach 376. c. am einfachsten setzen 

5 — X = z -\- n 2 — X := z — n 

Hat man dann z bestimmt, so folgt aus der Substitution 

n = ^ X =^ ^ — z 
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378. x^ + (a — x)^ = c 

L, x = ^(a + j/2r — Sa^) für r = }/2a^ + 2c 

Man hat zu setzen x = n + z, a — x = n — z u. s. w. 
Oder man löst, wie in 365. angegeben. 

379. X + j/c — x^ = a 

L. wie in 378. • 

Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nur durch die 
Form Verschieden und ebenso zu lösen. 

380. (ö — x)^ + {x — b)^ = {a — hY 

I t^ + ^i^ — ^ t/ n 

L. a; = a, 6, -^ + -y- ]K— 7 ^ 

Die Auflösung dieser Gleichung geschieht am einfachsten 
nach 376. b. 

381. [a — xf + [x — hf = c 

382. x^ + [a — xf^a^ 

L. a: = 0, a, \a (l + j/— 3) 

383. (a — xf [x — bf + (a — xf {x — bf = a^h^ [a — b) 
L. o: = 0, a + fc, ^ (a + fc) + 4^ j/a^ — Qab +T^ 

384. (a — x){b + xf + (a — xf [b + xf + (a — xf [b + xf 
+ [a — xf (b + x) =: (a + b)c 

L, x = ^.{a — b)+ \y[a + ö)4_8c 

385. [a — x)[b + xf + [a — xf [b + x) = ab («» + b^) 



386. 



{a — xf + (g; — bY a^ + 6 * 



(a — xY + {x — bf «« + 62 

L,x = 0.a + b. ^[a + b) + ^{a - b) j/-^- ^' ^.y 
Nach 376. c. setze man 

(1) a — X = n + z X — b = n — z 

Darnach muss a — b='2n sein; man kann daher auch setzen 

(2) a = m + w b = m — n, 
" woraus folgt 

[ö] m — — g— n = -g- 

< 

Bardey, Alg-ebraischc Gleichung-en. ß 
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Durch die Substitution von (1) und (3) geht die gegebene 
Gleichung über in 

(n + zY + (n — z)* _ (tu + w)« + (m ^ n)* 
(n + z)« + (n - 2)« (w + «)« + (« ~ n)« 

ll« + 2« «« + «« 

Dieser Gleichung wird offenbar genügt durch z^ =i m^, es 
muss also z\-^ m^ ein Factor der auf Null gebrachten Gleichung 
sein (s. 105. und C. zu Anfang). Man hat demnach 

{z^ — m^') ((m^ + n2) z« + „2(^2 + 5^2)) ^ o 
z = + m, -r n r — , ', ,- 

— ' — f «i* + n* 

Jetzt z und m und n wieder durch x und a und 6 ersetzt, 

m = — - « = -2" ^ = -^ — ^» 

liefert das oben angegebene Resultat. — Die Bemerkung, dass 
z^ — m^ ein Factor der sich schliesslich ergebenden Gleichung 
für z sein müsste, vereinfachte die Rechnung wesentlich. Die- 
selbe oder eine ähnliche Auflösung hat man bei den folgenden 
Gleichungen 387. — 391. anzuwenden. 

387. (|zi^^ + (*r^'_£! + »! 

— X a — X a 

L.x = o, a + i>,-^+-^y ^r^~ 

^^^* (a? — 6)« "^ (fl — a?)« ~" Ä« "~ ^ 

I n j_ I. fl-hft , a—b j/a^^-Sab + b^ 

L.x = 0. a + b.-^ + -^^y ^. . ^,7,. 



QOQ (fl - o:)^ + (a^ - 6)^ __ a' + b^ 
^^ (a + b — 2w)* ~ (« + ^)* 

f n , , fl« + 62 2ö6 

OQA (fl - a?)5 + (a? >- 6)5 _ flS _ 65 
(« + * - 2a;)2 ~ (fl + 6)* 

L. x===0, a + b, — ' f- 



2 ^ a + 6 2^5 



(a —- a:)5 + (a? — 6)^ 



{a — a?)* + (a; — 0)'' ^ 



L. <r = a, b, — ^l f- 



/^ 
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(a — a?)'* + (a; — by . ^ ' ^ '' 

^ « + 6 j^ rt — b 7/2r — 5 (fl — b) 

^'^ — ~Y~ "^ 2~ r 2c + 5 («-6) 



für r = j/b (a — ö)2 + 2 (a — ft) c + c^ 



393. 



(fl — a?)' 4" (^ -^ ^)^ ^ 

(a — a;)4 + (« — *)* (^— a?) (a? — 6) 

I a + & j^ fl — b 7/« — 6 — 6c -f- 2r 

L,. iC — — — + — 2" f" 3(a»^,)-+2c' 



für r = j/(a — bj^ — 4 (a — ft) c + 8 c'^ 

Bei den beiden letzten Gleichungen 392. und 393. ist wohl 
der in 376. c. angegebene Weg der kürzeste und einfachste. 



394. ax* + bx^ + cx^ + bx + a = 

L. X = —^ lur r = ySa^ — 4ac + b* 

a. Die einfachste Auflösung der vorstehenden Gleichung be- 

x^ -4- 1 
Steht darin, dass man hier zunächst — -^— oder, was auf das- 

X 

selbe hinausläuft, S^ sucht. Man setzt also dies der lieber* 
sieht halber gleich einer neuen Unbekannten, 

(1) -2I- = ^^ 

(2) ,a:2 + l = 2wx 
Quadrirt man (2), so kommt 

(3) x^ + l = 2(2w'^ — l)x'^ 

Zieht man in der gegebenen Gleichung die Glieder mit gleichen 
Coefficienten zusammen und setzt die Werthe aus (2) und (3) ein, 
so geht nach Fortheben von a:^ die 'gegebene Gleichung über in 

(4) 2a (2w2 _ 1) + 2bu + c = 
Hieraus 

,P;v — * + VSa^ — 4tac + b^ — ft + r 

(5) M = ' — i == -r-^— 

^ ' 4ö 4fl 

Damit ist u gefunden und es folgt dann aus (2) 



(6) x = u + j/u^ — 1 

Setzt man hierin den in (5) für u gefundefüen Ausdruck, so erhält 
man das oben angegebene Resultat. 

6* 



84 £• Gleichungen des 4. Qrades. 

b. Die oben stehende Gleichung ist eine symmetrische 
Gleichung des 4. Grades (vgl. 153. und 195.). Sie bleibt 

ungeändert, wenn man — statt x setzt. Sind demnach x^ und 

x^ zwei Wurzeln der Gleichung, so müssen auch — und — Wur- 

zeln derselben sein, die Wurzeln sind also paarweise reziprok. 
Man kann die Lösung auch leicht in einer solchen Form dar- 
stellen, dass das sichtbar wird. Aus der Gleichung (5), wenn 
man für u seinen Werth in x aus (1) setzt, 

folgt nämlich durch corr. Add. 
und hieraus 

,Q. y r — b + ^a + yr—b — Ää ? ^r — 6+4tf— ?^r— ^— 4fl 

^^ yr— b+4ka — yr—b—^a ^ yr^b+ia + Vr — b-^a 

Mithin ist äTi • otj = 1, x^ = — , 002 = — Giebt man r das 

entgegengesetzte Zeichen, so entstehen aus x^ und a?2 die beiden 
andern Wurzeln x^ und x^, bei denen also dasselbe Verhältniss 
stattfinden muss. 

c. Diese Darstellungen der Wurzeln der Gleichung durch a, 
b und r sind nicht die einzigen; es giebt deren unzählige von 
derselben Form. Die hier angegebenen sind der Art, dass bei 
FortschafTung der Quadratwurzeln aus dem Nenner auch zugleich 
(fas r im Nenner verschwindet. So hat man aus (9) 

g^r — 6 + 4a + yr — b ~ 4fl)^ 

^~ Sa 

Diese Darstellungen wurden gefunden , indem man in der Gleichung 
die Substitution (1) machte und zunächst u als neue Unbekannte 
bestimmte und dann aus dem Werthe von u den Werth von ^^ 
durch Auflösung der Gleichung (2) oder mit Hülfe der corr. 
Addition. 

d. Aus der Gleichung (1) hat man durch corr. Addition 



a:— 1 r M — 1 



Es liegt daher nahe, dass man auch — "L als neue Unbekannte 

" X — 1 
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wird einfuhren und diese zunächst suchen können (vgl. 153.). 
Setzt man demnach 

I 

SO geht die gegebene Gleichung über in 

« l{i + 1)' + (^-1)*] + b(t^- 1) [{t + 1)2 + [t—iy] 

2a {t* + 6^2 + 1) + 2b{t^ — l) + c(t* — 2t^ + 1) = 
(2a •+ 2b + c)t^ + 2 {6a — c) t'^ + [2a — 2h + c) = 

WO r die oben angegebene Bedeutung hat. Das r kann beide 
Zeichen haben als Quadratwurzel und ist hier negativ genommen, 
um die Identität mit den andern Formeln zu erhallen. — Statt 
(12) kann man aber ebenso gut setzen (283. d.) 

(13) , t = / ^^'Vt^ 

Ebenso hat man statt der Formel (7) 

^ ^ 2x 4« 

auch 

/if;\ x^ + 1 2a — c 

Aus den Gleichungen (14) und (15) ergeben sich durch corr. Ädd. 
zwei Formeln für ' d. h. für t; man hat aus (14) 

(16) t = /l^Ä+P 

^ ' r r — o — 4ö 

und aus (15) 

(17) , . , = /|fZI±:*+r 

^' r 2a — c — — r 

Damit sind schon vier Darstellungen für t gefunden: (12), 

(13), (16) und (17), aus welchen wieder ebenso viele für x = — '-- 

folgen. — Hat man zwei solcher Darstellungen gefunden, so er- 
geben sich daraus alle möglichen übrigen. So kommt aus den 
Formeln (12) und (13) nach dem Correspondenzsatz durch Addi- 
tion (283. d.) die Formel (17), nämlich 
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,/ (2a — 2 6"+ 7) -Kc — 6ä — 2?) j/ 2a — c + b + r 

r (p — 6fl + 2r) -f (2a + 2ft + c) r 'la — c — h — r 

Aus denselben Formeln ergiebt sich nach dem Correspondenzsatz 
durch Subtraction die Formel (16), nämlich 

y (c — 6« + 2r) — (2« + ih + c) V r — b — ^a 

Umgekehrt folgen aus den Formeln (16) und (17) auf denselben 
Wegen die Formeln (12) und (13). 

Allgemein mrd man aus den Formeln (12) und (13) nach 
283. (8) folgende Formel erhalten 



=r 






m {2n — 2h + c) + m^ {c — ßa — 2 r) 
m (c — 6u + 2r) + »1^ (2a + 2b +~^ 

und aus (16) und (17) 

. _ j/ n (r^b + 4a) + n, (2fl - c + b -^ 
Y 71 (r — i — 4fl) + w, (2a — c — Ä — v) 

Bestimmt man hieraus x = -^ und setzt diesen Werth in die 

gegebene Gleichung^ so müssen die willkürlichen Factor en m,m^, 
n und n^ wieder verschwinden. — Sind statt in Buchstaben die 
bekannten Grössen in Zahlen gegeben , so fallen die willkürlichen 
Factoren natürlich schon in den Ausdrücken für i heraus und 
man erhält, wie man auch die Rechnung einrichtet, immer nur 
zwei Werlhe für t^, 

e. Von Interesse ist es noch für t diejenige Darstellung her- 
auszufinden, welche für einen Ausdruck von der Form 

kein r im Nenner liefert. — Es seien in (12) und (13) die Dar- 
stellungen für t allgemein diese 

(19) t = ]/^ (20) i = -/^^,' ■ 

y/0 J, B und C kein r enthalten. Dann muss man hieraus nach 
dem Correspondenzsatz bilden 



(21) / = ^Al"--)^ + ^^i 



+ {A + r) V, 

Man hat also den Radicanden in (19) mit v, den in (20) mit v^ 
zu erweitern und den Correspondenzsatz mit Addition anzuwenden 
(283. d.). Dann wird der Nenner des Ausdrucks in (18) 
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V [Bv + {A + r) v^] + Vj [{A — r) v + CvJ 
= Bv^ + 2Avvi + Cv^\ 

enthält also kein r. 

Hätten die rr in (19) und (20) gleiche Zeichen, so musste 
man statt der Addition die Subtraction anwenden. 

395. ax^ + bx^ + cx^ — bx + a = 

L, X = — —. — ■ für r =;=yb^ — 8«"^ — 4ac 

Diese Gleichung ist nicht ganz symmetrisch, lässt sich aber 
ganz ähnlich lösen wie eine symmetrische (394. a.). Zieht man 
hier die Glieder mit b zusammen, so übersieht man sofort, dass 
man hier nicht wie in 394. (2) zu setzen hat o:^ + 1 = 2wa:, 
sondern 

(1) x'^ — 1 = 2ux, also 

a;4 + 1 = 2 (2w2 + 1) x^ 

Das liefert für u die Gleichung 

2a (2w2 + 1) + 26m + c = 0. 
Hieraus ergiebt sich 

(2) « = ^-- 
Dann kommt aus (1) 



X = u -{- j/u^ + 1 

Setzt man hierin den in (2) für u gefundenen Werth, so erhält 
man x, wie angegeben. 

396. ax^ + bx^ + cx^ + cx'^ + bx + a = 

j _a — b + r+ yjä'^^b + r)« — 16a' 

für r = j/{a + ftJHh 4« (a — c) 

Ausserdem hat man auch noch x = — 1. — Vereinigt man 
die Glieder mit gleichen Coefficienten, so sieht man, dass die 
Gleichung einen Factor x + 1 hat. Dividirt man durch diesen, 
so bleibt noch eine symmetrische Gleichung des 4. Grades 

ax^ — (Q' — b) x^ + (a — b -\- c) x*^ — (a — 6) o? + a = 0, 

welche wie 394. zu behandeln ist 

In derselben Weise würde man natürlich auch lösen können 

ax^ — bx^ + cx^ — cx"^ -\- bx — «=3 0, 
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nur dass hier der Factor x — 1 herauszuheben wäre , der die 
Wurzel a: = 1 liefert. Es bliebe dann noch zu lösen 

ax^ + [a — 6) a;^ + (a — 6 + c) a;2 + (a — 6) o: + a ^ 

397. a:^ — 2a:3 + 2a:2 — 2a: + 1 = 
L. a: = 1 , y^^\ 

398. 2a;4 — Sa:^ — a:^ — 3a: + 2 = 

399. 90a:^ — 399a:3 + 622a:« — 399a: + 90 = 
L. a: = |, f, |, I 

400. a:^ — 2a:» — 2a:2 + 2a: + 1 =0 

L. a: = + 1 , 1 + / 2 

Die Auflösung ist hier nach 395. zu bewerkstelligen. — Ein- 
facher noch zerlegt man 

(a:2_i)2^2x(a:2 — 1), also 
1. a:2— 1 = 2. a:2 — l = 2a: 

401. Ga:-* — 35a:3 + 62a:2 _ 35a: + 6 = 
L. a: = 2, )^, 3, \ 

402. 2a:* — 5a:3 + 5a: — 2 = 
L. x = ± 1, 2, ^ 

Für die Auflösung gilt das in 400. Gesagte. 

403. 2a:* — 3a:3 — 4a:2 + 3a: + 2 = 
L.ar= + 1, 2, —I 

404 ^' + ^ — ^ 

L. a: = ^ g^^ ^ lur r =/a2 ^ 20« 

Man forme links den Ausdruck so um, dass nur a:« + 1 und 
X vorkommt, schreibe also 

2a; (a?« + 1) 6 

Hierin ist nach 394. a. 

(1) a:2.+ l = wa: 

zu setzen. Das giebt 

2m h 

Ist hieraus u bestimmt, so ergiebt sich x aus der Gleichung (1). 



405. 
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(a7 + l)«(aj2+l) a 



{X — 1)2 (a;« — a? + 1) h 

3ß + 6 + r + ?^(3fl + 64- r)2 — 16 (a — 6)« 



406. 



4 (a — 6) 
für r = /a2 + 20a6 + 4p 

(a; — 1)*^? a 



(«2 — a: + 1)« 6 

, 2a+6 + r+K(2^ + 6 + r)« — 16fl2 «.. - /r^ j — r 

L. a; = — ^ — i__Li_L.^_X_i__( für r = yb^ — \ab 

a. In der vorstehenden Gleichung ist der Nenner links ein 
Quadrat. Diesem entspricht rechts die Grösse h. Diese Grösse h 
findet sich als Factor im Radicanden von r. Der andere Factor 
dieses Radicanden ist 6 — 4 a. Wendet man auf die gegebene 
Gleichung die corr. Add. in der Art an, dass rechts im Zähler 
h — 4 a zu stehen kommt statt a, so muss auch der Zähler links 
ein Quadrat werden. Man hat 

6 — 4a (a?g — a; + 1)^ — 4 (a? ~ 1)' a? (a?« — 3 a? + t^« 

h (a;« — a; + 1)2 {x^ ~ x -\' \f 

Jetzt kann man weiter lösen, indem man radicirt 

a;2 — 3a; + l -,/ö — 4a Vh^ — ^ab r 



3a? + 1 j/ b — ^a 

- a? + l r b 



a?2 — a?-|-l f b b b 

Hieraus durch corr. Add. 

a? + 1 -j/ bb — ^r 

x—l f^ b + r 

(1) «: = y-^E-^"^ 

Schafft man alle Wurzeln aus dem Nenner fort, so geht aus 
dieser Form der Lösung die oben angegebene hervor. 

In (1) ist X durch r und b, dem einen Factor von r^, allein 
dargestellt. Ebenso gut würde man x durch r und b — 4«, den 
andern Factor von r^ allein darstellen können, ohne dass sich 
dadurch die Form wesentlich änderte. 

N b. Hier ist die Darstellung von x durch r und b direct ge- 
funden. Hat man nur irgend eine Darstellung von x, so kann 
man daraus jene specielle leicht ableiten. — Es ist im vorliegen- 
den Falle r^ = b^ — ^ab 

2a : — = 

2b 

Setzt man dies in die oben zuerst gegebene Lösung und hebt 
durch & + r, so erhält man 
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(J) X 2(6-r) ' 

welche Formel genau mit der in (1) gefundenen stimmt, wenn 

man in letzterer Zähler und Nenner mit j/Eb — 3r + j/ft +r 
multipiicirt. 

c. Hat man allgemein die symmetrische Gleichung des 
4. Grades 

wx* + na:' + p j;2 + //a? + "* f^ 

oder, wenn man der Kürze wegen 

mx^ + nx^ + px*^ + «^ + 'w = X 

m^x^ ^ n^x^ '\- p^x^ + /jjo: + m^ = X| 

setzt, die Gleichung 

X a^ 

so gelten, wenn r die Wurzelgrösse bedeutet, welche aus der 
Auflösung der ersten quadratischen Gleichung hervorgeht, darüber 
folgende Sätze: 

1. Ist X ein Quadrat, so lässt sich r^ in zwei rationale 
Facloren zerlegen, von denen einer a ist. — Lässt sich, umge- 
kehrt, r^ in zwei rationale Factoren zerlegen, von denen einer 
a ist, so muss X ein Quadrat sein. 

2. Ist X ein Quadrat oder hat r^ einen Factor a, so lässl 
sich X durch, r und a allein darstellen, ohne dass die Form der 
Lösung sich wesentlich ändert. 

3. Ist X ein Quadrat, so muss es ein paar einfache, aus den 
Coefücienten der Ausdrücke X und X^ herzuleitende rationale 
Zahlen a und ß geben, dass auch aX + ßX^ ein Quadrat ist. 
Dann ist cca + ßh der andere Factor von r^ also r'^=a(aa+i5*)- 
Und ist, umgekehrt, aa -{- ßh der andere Factor von r^ so muss 
auch aX -{- ßX^ ein Quadrat sein. 

4. Zerfällt r^ in zwei Factoren, dass etwa 

r2 = (aa + ßh) {a^a + ß^h), 
so muss aX + ßX^ sowohl, als auch «i JT + ß^X^ ein Quadrat 
sein, und x muss sich durch r und einen dieser Factoren allein 
darstellen lassen, ohne wesentliche Veränderung in der Form* 

5. Da r^ ein homogener Ausdruck des 2. Grades von a und 
h sein muss, so muss es, wenn es einen reellen rationalen Factor 
cca + ßh hat, noch einen zweiten solchen a^a + ß^h haben. 
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Daraus folgt: Giebt es zwei reelle rationale Zahlen a und |?, 
welche aX -\' ^X^ zu einem Quadrat machen, so muss es auch 
noch zwei andere «^ und |3, geben, dass a^X ^ ^\^\ ebenfalls 
ein Quadrat wird. 

6. Was hier von X und a gesagt ist, gilt natürlich in der- 
selben Weise von X^ und ft. 

Die Darstellung von x durch r und den einen Factor von 
r^ kann nur dann besonders einfach werden, wenn a oder b 
einer dieser Factoren ist, oder, was dasselbe sagen will; wenn 
X oder Z^ ein Quadrat ist. Im obigen Falle ist X^ ein Quadrat 
und die Darstellung von x durch r und h ist in (1) gegeben. 

d. Die Darstellung von x durch r und h in (1) und in (2) 
ist oben indirect auf einem etwas künstlichen Wege gefunden. 
Da nach den in c. mitgetheilten Sätzen sofort zu erkennen ist, 
ob eine solche Darstellung möglich, so fragt sich, wie man die- 
selbe direct findet: Man muss nicht ^ ' oder ^ ^ , oder 

X -\- 1 

— L— =:f als neue Unbekannte zunächst suchen, sondern man 

X — 1 

hat, wenn z. B. 

(3) X^ = [ax^ + ßx + a)2 
ist, allgemein zu setzen 

ax^ + §x -|- a 

Die Zahlen a^ und ß^ sind ganz willkürlich. Man setzt daher am 
einfachsten «1=0, jS| = 1, d. h. 

(4) — g , ^ , =M. 
^ ' ax* -\- px -\- a 

In der vorgelegten Gleichung 406. wird man daher setzen 
müssen 

(5) -j ^— TT = w. 

Indem man die Gleichung so geschrieben denkt: 

(x^ — a: + l) — X X a 

— ■ ■ ■ ■ -- « - i i - 1 ■ ■ 

x^ — a? -|- t x^ — X -\- i b 

erhält man wegen (5) als Gleichung für u sofort 

(1 — W) W == y- 

Das liefert 

(6) u = -^^ für r = ^6^ — 4a6 
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Aus (5) und (6) hat man nun weiter 

X b — r 

2a? 2& — 2r 

m ^ + ^ _ 7/66 — 3r 

^^ a; — l*~"f^ 6 + r 

Vpb —~3r + yb~+r 3 *_--_?• + Vjbh — 3r)~(b + r) 

"" "^ Vbb^ Sr -VF+'r ~ " 2 i'b -r) 

womit die Darstellungen (1) und (2) direct gefunden sind, 
e. Setzt man nach 394. (11) 

__/ + ! 

^ — t-ri 

in die vorgelegte Gleichung 406., so geht dieselbe über in 

(^\ 4(^^-1) _ a 

ai* -[- 2 (3a — 26) l"^ + 9a + 4:b = 0. 
Daraus folgt 

(^) ^ — /^ "= ä — /^ -_3« + 26 + 2r 

für r = }/b^ — 4 a 6 

(s. 283. d. und 394. c. und d.). Sucht man aus diesen beiden 
Formeln für t eine solche, nach welcher r bei der Substitution 
in (8) im Nenner verschwindet, so erhält man ebenfalls die Formel 

X "4- 1 
für t, d. h. ^ . , welche nur r und b enthält. Man hat nach 

X — 1 

394. e. aus den Formeln (9) wegen ^^ + 3 in (8) zu bilden 

(101 / _ 7/ 3 (- Sa + 26 - 2r) + (9a + 46) _ -./bb^^r 

^ ^ ' — y 3a+(«_3a + 26 + 2r) ~r 6 + r' 

d. h. man hat auf die Formeln für t in (9) den Correspondenz- 
satz in der Art anzuwenden, dass das a herausfällt. Und das ist 
immer möglich , sobald in der gegebenen Gleichung dem b rechts 
ein Quadrat links entspricht. — 

In (10) ist damit wieder die Gleichung (7) gefunden, aus der 
X in der gewünschten Weise folgt. 

Damit sind vier Wege angegeben, auf welthen man zu 
derjenigen Darstellung von x gelangt, welche nur r und b 
enthält 
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407 (a^' + a^ + iy _ ^ 
^*' (a; + 1)2 (a?2 + 1) Ä 

L. a: = ^- r—^ ^ ,, für r = j/a^ — ab 

Va + r — Va — Sr 

Will man diese Darstellung von x direct erhalten, so hat 
man zu setzen nach 406. d. 

und ti zunächst zu bestimmen. Das giebt 

1 a 



(1 + m) (1 — m) b 



u = j/ 



^ b ^___^ r 

a ' a 



X* -\- X -\- 1 a 

x-\-\ -,/ ä4- r 
X — 1 f a — 3r 



40« (^^ + D' _ ^ 
^^^' ir(a? + l)2~ 6 



L. x= -. — -—, für r = l/a-^ + Sab 

Va + r — ySa-r ^ 



r 



=//>-y 



409 (^+1 )^ _ a 

1 — r 

410 ^ (^ + ^)' ^ 

L. a; = „ ' ' ^ 7z= für r = yl6ab + 6^ 

Yb + r — y2b ^ 

M^^ a?* + a?-J-l ic* — a? + l a 

{x + 1)« (a: — 1)« ~ T 

, y4:a — b + //30 
L. X = 7F== 

Ueber die Lösung siehe 261. und 276. 

419 a ?^ — a?'4 - 1 a^ 

^^"^^ (a;2-l)« ~ b 

, y4:a — Sb + Vb 

2^0 — * 

J.1Q a? (a;' + 1) ± 

^^' (a;* — 1)« ~ b 

l^^^^^^i±IF^ für r = /l6^^+P 
Yr — b 
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Diese Form der Lösung findet man, wenn man 

setzt und u zunächst bestimmt. Man findet 

u ==/-+-*, also 

Vr+b — Vu r — b 

AU U+D* _a 

^^*- (a;2 + l)(a;— 1)«~ b 

415. (a* — 62) ;c2 == 4^2 (a:2 + i) (^2 _ ^ + i) 

, Va + bb + K« — _36 Kfl"— TÄ +^K«4^ 36 

Va + bb — ^« — 36 ' ^« — 56 — Va + Sb 

a;(a7* + l) 6 

L. ^ = p.^^.+J'S« für r = ^/« -^-Toft ■ 
^^^ x{x + iy _ [a-b)b 



{x^ + 1) (ar — 1)2 2a (6 — 2«) 

, _V b +V2 ^^^^ Va '^b + yä 
"^ — fü^ y^oT-^b' ya~^~b - ya 

418. (^' - ^ + ^)' = _i^!_ 

a:'* — oj' + a:* — a? + 1 5«* — 6* 
, yba — Sb + K« + 6 yb^+Sb + V^^^ 

y~ba — 3b — ya + b' Vba -\- ^b — Va — b 
419 a?*+ a?« + l __ ^ 

x^ — x^ + X* — X -\- i b 

T yr 4- a 4- yba — 3r -- ,/^'> — \ — 7~7 7T^ 

h, x = - — -^- — 77== für r = ya^ + 4 (« — ft)-* 

2 f^r — a 

{x^ —x+ 1) (a? — 1)2 ~ b 
L. x = -. - Jr_ ^ ,^- ^:z _ Z_ für r=ya^ -f 34 «6 + ^2 

.01 (a? + 1) fa3 + 1) _ ^ 

(a? r- 1) (a;8 - 1) " 6 

j K5a — 36 + r + ^56 — 3a + ^ 

K5ö~-36 + r — ybT—~Sä+r 

a + b + r + K(^+ 6 + r)g — 16 (a — 6)^ 

4 (« — 6) 

für r = j/da' — Uab + 96^ 
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• (a?-l)(aj5+'l)— ö 

L.x = ^ -Zg + gZ^ für r ==,/5^^TZ:TaT+^6^^ 

Tr — 26 — y2a~ r ' 

423 ^^ + ^' + ^" + ^+1 _g^ 
a;4 — aj^ + o?«— ic + l ^» 

L. wie in 422. 

424 (^ + 1)' _ « 

a;4 + 1 ~ 6 



'-=i^tel'»"=/KrfT) 



425. ^2jtil! = 4 

L. .: = i+-^S^ für r = /3i* 

1 _ ^2 r — 1 y 5« 

426. ax^ + fe^r^ + ca;4 = « + 6^1: + c^r^ 

f „ _ r - g> + ?^(r - />)^ - 16^^ .. /-p-^^ -—. 

Li. o: ^- iiir r = j^4a'^ — 4a c + h^ 

Ausserdem gilt noch ic = + 1. — Die Gleichung hat einen 
Factor x'^ — 1. Dieser, =0 gesetzt, giebt die beiden Wurzeln 
+ 1. Zieht man den Factor heraus, so bleibt nur noch eine 
symmetrische Gleichung des 4. Grades 

« (a;4 + 1) + 6 (a;2 + 1) o: + (ö + c) 0:2 = 

427. - + ^ = 1 

L. 0: == i« (1 + /2 + /2 ^2"- 1) 

Man schaffe die Wurzel fort, setze x^=az und bestimme 
zunächst z. 

428. x'^^^^^=± 

bx — a 

L.x = ^^+I^ für r=.^ (a-6P + 4fe^ , 

f^2fl — r — Kr — 2/> '^ ^ ' ^ 



429. ^ + --J= = i 

L,x = ^[a + r + j/2 — [a + rf] für r = l/a^ + 1 
Die Gleichung ist nicht symmetrisch, obwohl die Lösung 
eine ähnliche Form annimmt, wie bei den symmetrischen 
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Gleichungen. — Man macht gleichnamig und quadrirt, so erhält 

man für x ^1 — x^ = u eine quadratische Gleichung. Ist u 
gefunden, so bat man nach der gegebenen Gleichung auch 

X + yi — x'^ u. s. w. 
430. - + * ^'" 



a; Vi.-x* c» — 1 

h.x = \{c + 1/23-T'). /- (- 1 + \/2c^ - 1) 



431. X + ,/- ' - == « 

Vx^ — l 

L.x = ^{a + }/a^ + 4 + 4r) für r = /«^ ^ j 



■ 

432. 2 (a — a;)^ — 9 (a — o;)» (ic ~ 6) + f4 (a — a:)^ (a: ~ h)^ 
— ^[a — x){x — hf + 2[x — hY = 

L. a: — 2 ' 2 ' 3 ' 3 

Die Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf a — x und 
X — b. Man setze daher nach 394. (1) oder 404. (1) 

(1) (a — x)'^ + (x — ft)' = (a — x) {x — b) u, also 

{a — x)* + (x — by = {a — x)'^ {x — b)'^ [u^ — 2) 

Das giebt für u die Gleichung 

2«2 — 9m + 10=0 

Diese liefert m = 2 und «==— , dann ist (1) weiter zu lösen' 
nach 172. ff. — Man hätte auch einfach 

ja — X ' + 1 

x—h t— 1 

setzen und zunächst t suchen können. — Auch nach den bei 
376. «erörterten Methoden kommt man hier sehr gut zum Ziele. 

433. 4 (a — xf — 17 (a — x)'^ [x — b^ + 4 (a; — 6)^ = 

2fl+6 2ft+a 



L. a: = 2a — ft, 26 — a, 



3 



434. 6 (a — xf — 26 (a — x)^ (ar — ft) + 38 (« — xf (x—bf 

— 25 (a — a:) {x — bf + ß (x — bf = 

, « + fr fl+ft 3ff 4-2fr 2a + 36 

'^•^~"~2"' 2 ' 5 ' 5 



E. Gleichungen des 4. Grades. 97 

435. ax^ + hx^ + cx^ + hx'^ + a =^ 



8a 



für r = y%a'^~4.ac + ö^ 

a;* 4- 1 

Wie in den Aufgaben 394. ff. zunächst — ^— gesucht wurde, 
so sucht man hier ^-$- , setzt also 



a? 
2 



a:* + 1 = ux 

x^ + I = (w2_2)ar4 

Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

a (w2 — 2) + hu + c = 
und man erhält 

— h '\' r 
U = ' — 

Man hat daher weiter aus 

a;* + 1 — 6 -J- r 

2a;2 4ß 

durch corr. Add. 



a?» + l __. ^/ ^a — b + r 



2 ?^4a — 6 + r + y— 4fl — 6 + r __ (^4« — 6+r + K— 4a — &+r)^ 

^4a — 6 + r — ^— 4a — ^ + r 8« 

Jetzt radicirt, kommt das oben angegebene Resultat. 

Die vorgelegte Gleichung ist vom 8. Grade, sie hat daher 
auch 8 Wurzeln. Nimmt man r positiv, so liefert das 4 Werthe 
für X, indem man den Quadratwurzeln alle möglichen Zeichen 
giebt; nimmt man r negativ, so liefert das noch 4 Werthe. 

Führt man ^ *" ^ == t als neue Unbekannte eui und bestimmt 

a;* — 1 

zunächst i , so muss man mit Hülfe des Correspondenzsatzes dem 
Ausdrucke für i eine solche Form geben, dass r im Zähler und 
Nenner des Radicanden gleiche Zeichen und Coefficienten hat, 
wenn schliesslich in der Lösung r im Nenner verschwinden soll. 

X' 



Sucht man ^ J[" =m zunächst, so ergiebt sich diese Form für 

x^ + l 



a;« — 1 
436. 



direct. 



X* a 



{x^ + 1) (a;« — 1)« h 

L. a: == ^ (/M^ + V^-^^) tuv r = j/l + ^ 

Bardey, Alg^cbraische Glcichung'en. 7 
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437. 



X* a 



x'^ + x^ + l h 



,.,^ {x^-x* + iy _ a 



L. AT = , ' = ^ ^— furr= yda^ — 2 ab 



^QQ (a?« + 1) (a?« + 1) _ r.x 



. ^^öa — 3i + r + ^5/; — 3«+? -.. ,/;r~2 71 — i — i o i *> 

L. .T =^^ i:r=:^r 5— für r= y9o^ — 14aft-f-9fr* 

2 ^^2 (fl - b) ^ 



^^'' (a?^ — a?« + 1) (a;« _ i)2 ft 



, yia — * + ** + ^76 — « + r f- ,/ 2 I • o^ i. I j i 

L. x = - ' - , : — lur r==y«^+34a6 + ft^ 

2 Vi {a — b) 

^^' (a;« — l)(a;'"+ l) ~ Ä 

L. x=- ' ' *— iiirr = Föa^ — 6ab + ob^ 

21/21^ b) 



442. 



(x* + a?« + 1)2 m» 



ar2(a;* + l) 7« — 1 

L, X = ^ (J/m + 1 + J/m — d)y ■ . 



2 K»i — 1 

AA^ (^' + 1)2 _ 2 (m - 1)2 

^^•^- (a:4-j.a?« + l)(a;2-f-l)2"^ m 

, V^ + y^^^^ 1 + y^m -^ 

^2 (2w — 1) ' ^2 (2 — m) 

444. - yi +^2 _ ^ t/i + ^ = c 

f X ' f X 

\,.x = ^ (/c2 + 2a + 2«7 + /c2 — 2a + 2a7) 

für r = ^c^ + 1 
Man schaffe die Wurzeln fort, ordne nach x und bestimme 

zunächst — ^^^^ — , indem man dies = u als neue Unbekannte 

x*^ 

einführt. — Man findet 



T =c2 + 2ar 
a;* 

a?2 + a2 -,/c« + 2ß + 2«r 
a?2 — «* f c* — 2fl -)- 2ßr 
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445. (yjEl+J^- = rc 

ya — X — yx — b 
L. o: = ^ + i /(4(^^6)+c — r)(r-(:) 

für r = /8~(a — b) c + c^ 

a. Für die AuHösung dieser und fast aller folgenden Auf- 
gaben bis 492. lassen sich ganz allgemein zwei Wege angeben. 
Der erste Weg ist, alle Wurzelgrössen auf dem gewöhnlichen 
Wege fortzuschaffen. Dann erhalt man eine Gleichung von der 
Form 365. ff. oder 376. ff., welche nach den dort angegebenen 
Methoden zu lösen ist. Bei den meisten Gleichungen wird die 
Rechnung jedoch sehr umständlich, muss aber zum Ziele führen. 

b. Der zweite Weg ist, die Gleichung auf eine andere zu 
reduciren, welche die Form 394. ff. hat. Man hat zu dem 
Zwecke den Coefßcienten der vorkommenden Wurzelgrössen gleich 
einer neuen Unbekannten z zu setzen. Dann muss sich für z 
eine symmetrische Gleichung des 4. Grades ergeben, deren Auf- 
lösungsmethoden oben angegeben sind. — Für die vorgelegte 
Gleichung hat man zu setzen 

Ya — X •= z j/x — b 
Dadurch geht die Gleichung über in 

^-^-i^,^' -/x — b^j/c, oder 

Jetzt ist noch x — b durch z auszudrücken. Aus (1) folgt durch 
Quadriren und corr. Addition 

x — b — ^ -I- ^ 

, a — b 

Dies eingesetzt, erhält man aus (2) 

f^\ (z + 1)* _ c 

V^^ (z— 1)2 (z^ + l) — a-J' 

aus welcher Gleichung z leicht nach den in 394. ff. und 404. ff. 
gegebenen Methoden zu bestimmen ist. Hat man z, so folgt aus (1) 



a 4" ^2* 

^"~" I+z*' 



7* 



100 £. Gleichungen des 4. Qrades. 

Auch dieser Weg ist für Buchstabengleichungen sehr um- 
ständlich, weniger bei Zahlengleichungen, lässt aber bei keiner 
der nachfolgenden Aufgaben im Stiche. 

Specielle, nicht so allgemeine Methoden fähren meistens weit 
schneller zum Ziele. Eine der folgenden 4 Methoden wird bei 
den bis 492. gegebenen Aufgaben auch immer anwendbar sein und 
sehr schnell die einfachste Form des Resultats liefern. 

c. Man sucht zunächst, wie in 376. b. das Product (a — x) 

[x — b), so hier das Product y(a — x) (x — b) , setzt dies also 
gleich einer neuen Unbekannten p, dass man hat 



(4) j/(a^x)(x^b) =p. 

Führt man links oben in der Gleichung das Quadrat aus und 
quadrirt dann noch einmal, so hat man 

(a — 6 + 2p)' 

a — — 2p 

Daraus 

Dies in (4) für p gesetzt, quadrirt und x in der gewöhnlichen 
Weise bestimmt, giebt für x die oben angegebene Form der 
Lösung. 

d. Um die Gleichung (3) aufzulösen, hätte man nach 394. 
(11) zu setzen 

T """• 

d. h. wegen (1) 

(5) /^=;4i 

Um eine solche Substitution einzuführen und alle in der Gleichung 
vorkommenden Grössen leicht durch i auszudrücken, setze man 



.(6) 



j/a — X = A (^ + 1) 

Yx — b = k (t— 1) 

Um das k schliesslich wieder herauszuschafien und nur eine 
Gleichung für t zu erhalten, muss man A durch t ausdrücken 
oder die Gleichung zwischen X und i suchen , also aus (6) x eii- 
miniren. Quadrirt und addirt, kommt 

(7) a-b = 2X'(t^+l) 

* « 

» c 

..."\ : Die gegebene Gleichung geht durch (6) über in 
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2lt^ = }/~c, oder 

Dies mit (7) multiplicirt, fällt X heraus und man erhält* 

2 {a — b) t^ = c (/2 + 1) 

Dann folgt aus (5) durch Quadriren und corr. Add. 

f(jA a + b'—2x 2< 

'^^ ' a-b ~ i^+1 

Damit ist x schon gefunden; denn t ist durch (8) bestimmt. 
Soli nun aber bei der Substitution von (8) in (9) auch das r im 
Nenner verschwinden, so hat man nach 394. e. mit Anwendung 
des Correspondenzsatzes aus den beiden Formeln für t in (8) 
zu bilden 

y 4(a — *)+c — r 

und dies in (9) einzusetzen. Das giebt 

g + 6 — 2a? __ K( 4 {a —b) -f c — r) (r — c) 

a — b ' 2 (ö — 6) 

un|] daher x, wie oben angegeben. • 

Da r einen Factor c enthält, so wird nach 406. wegen der 
Gleichung (3) sich z, mithin auch grösstentheil^ x selber, durch 
r und c allein darstellen lassen. Man hat für (9) nur die 
2. Formel für t in (8) zu benutzen. Das giebt 

g-f 6-- 2^ 2 (r — r) -,/ 2c (r — c)» -,/ 2c 

a — b r-f-c r r — c 4(ß — b) c r r — c 

_ 1 j/ {r - cY 

2(« — Ä)f 2c 

(10) - ^ = 4* + |/EE^' 

e. Man setze nach 376. (1) 

(11) ["~!^""^1 

^ ' Lx — b = n — zj 

Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

Yn -}- z — yn -^ z 

Nach Fortschaffung der Wurzeln kommt 
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(12; 4r* + {12 fic + c'j z'^= 16«'c. also 

,- .. 2 ^ (\2nc + c») ± (4« 4 - c) Yißnc +^^ 

Aus (11) hat man 

a — b a -4- b 

n = — r — X - - — r- — z 

2 2 

Daher gehl (13) über in 

o — 6 (tf — //) r — r« ± (2 (tf - h) + c}r , 

^*= 

und mithm ^ 

(14) a; = ^+^ ^. /- 6 Ca-~b) c- c« ± (2 (g — &) + c) r 

Löst man in der oben für x gegebenen Formel das Product 
unter der Wurzel auf und setzt für r- seinen Werth 8 (a — b) c+c-, 
so erhält man (14). 

Diese Methode der Auflösung ist für numerische Gleichungen 
sehr anwendbar, liefert aber für ßuchstabengleichungen meistens 
verwickeitere Formeln als die in c. und d. mitgetheilten Metho- 
den. Auch wird der Radicand von r meistens nicht in der ein- 
fachsten Form erscheinen. So ist für (12) und (13) nicht sogleich 
zu übersehen, dass 

{12nc + cy + 256n3c = (4n + cf {Ißnc + c^) . 

ist, also noch einen quadratischen Factor enthält, den man vor 
die Wurzel ziehen kann. 

f. Dass man hier auch den in 319. d. angegebenen Weg 
einschlagen kann, liegt auf der Hand, und das ist wohl im Grunde 
der allgemeinste und sicherste Weg. Er hat auch den grossen 
Vorzug, dass er alle in der Gleichung vorkommenden Wurzel- 
grössen sogleich fortschalTt und die Natur der Gleichung am deut- 
lichsten erkennen lässt. Da aber die Methoden zur Auflösung 
der Gleichungen mit mehreren Unbekannten erst später folgen, 
so ist dieser Weg zur Auflösung der folgenden Aufgaben nicht 
weiter angewendet. 

446. k±]^^ = f-, 

L.a:^j/^ + /'"+;" für r = -/8^^r+V' 

Man -bestimme nach 445. c. zunächst das Product der vor- 
kommenden Grössen, j; }/a — x'^. Man findet 
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xy a — x^ = — 

Diese Gleichung ist, um die oben angegebene Form für x zu 
erhalten, weiter zu lösen nach 261. 

447 _l:_ + -^= i 
YiT^x Vx — i -^ 

L. a; = 10, 2, 6 + |-/ö5 

Die Auflösung nach 445. c. ist hier wohl am einfachsten. 

L. o; = ^ + i /4 [a — bf — {c -If 

für r == /8 [a — hf + c^ 

i j q (ö — a;) K« — X -^ (x — h) Yx — b Ya — x — Yx — h 

(a — x) Ya — X — {x — b) Yx — b Ya — x + K^ — b 

L.x = '^ + ^-^A. /4(c-l)2-(c + l-r)^ 

für r = y[c + 1)2 -f 8 (c — l)^ 

Man wendet auch hier, indem man mit den Nennern herauf- 
multiplicirt, die in 445. c. gegebene Methode an. Das giebt für 

y{a — x) [x — b) =:i p leicht die Gleichung 

{a — b)* + (g — 6) p — 2pg 

(ö — b)^ — {a — b)p — 2p^ ^ 

x — br x — b „ Ya—~x — OT J^a; — b 

L. a; = ^L±^ + i^ ^4;i^— (m — r)2für r^/m'^ + Sti'' 
Diese Gleichung ist von der vorigen nicht verschieden, wenn 



m — n 

450. corr. Add. anwendet. 



man —^— = c setzt. Man übersieht das sofort, wenn man auf 

m — n 



452. fi±^^;,=a^/r:^^' 
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453 (« - ^)* Va - j + ( ^ -^' ^^ ~ ^ — g 

L. ;«: = ^ + i /2(a — 6)r— r^ r = /5(a — 6)^- 4^ 

Die Division des Nenners iu den Zäliler links giebt zunächst 

(a __ ft)2 _ (a — fr) /(a — x) (a; — 6) — (a — o;) (a; — 6) = c, 



woraus j/(a — a;) (« — b) hinzuschreiben ist. 

' a: + f a — a:' 
L.a; = ^ — ^^— s , r=J/5a^ — 4c 

455 (^ - a:)« K^T^"^ + (x - 6)« ?^^^::r6 ^,^ 

(fl — j?)« Ka; — 6 + (o: — ft)« K« — a; 

4oo. . —T) = = c 

(a — X) Va — X — {h — x) yb — x 

r = j/6(a — bf — 14 (a — 6) c + 9^2 

Die Bestimmung des Producles [a — x) [b — x) == p nach 
445. c. führt hier zu umständlichen Rechnungen. Man musste 

mit dem Nenner nach rechts gehen , die Glieder mit i/a — a: 
und die mit "/b — x zusammenziehen und quadriren. Man erhall 
da schliesslich 

a — b ^ 3c« — 8 (g — &) ^ + 5 (/z — b)^ + (c -^ g + b) r 

^ 2 ' 4c — 5(ö — 6) 

woraus erst x selber zu bestimmen ist. — Der einfachste VVeg 
ist hier der in 445. d. erörterte. Man setzt also 

j/a — X = X U + 1) 
(1) ^ ^ 



^yv^^x = A (/ — . i)_ 

Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 

(9) ft + 1)5 4- (^ -- 1)5 _ c_ 

Aus der Substitution folgt 

a — 6 = 4^2« 
Dies mit (2) combinirt, dass A^ herausgeht, ergiebt sich 



b—~x V— 1/' a — b 2t 
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^^+10^« + 5 4c 

St^ + 1 a-^b 

{a -- b) t^ — 2 {6c — 5 (a — b)) t^ = 4:c — b (a — b) 

m / _ l Ac — 5(g — ft) + 2r 7/ "4c — 5~(a"^^6r~ 
^^ ' "^ f^ S^=l f 5 (a - 6) - 6c + 2r* 

WO r deD oben angegebenen Werth hal. Die Substitution ergiebt 

c-ty. 

(A) ^ — ^+^ _ ^-^-^ . ^' + ^ 

l^J ^—2 2 2t 

Soll kein r im Nenner vorkommen, so ist für ^^ + 1 die 1. For- 
mel in (3), für den Nenner 2t die 2. Formel zfi benutzen: 

* a — b 

J_ . 7/ 5 (a -- ^) — 6c -p27 

2t '^ r 4c — 5(/i — 6) 

<* -4- 1 

Die Multiplication dieser beiden Gleichungen giebt J" , und 
somit wird nach (4) 

a + b —- 3c — 2 (a — 6) + r -w/ b ja — b) ^ ßc + 2r 

^~ 2 + 2 1^ 4t. _ 5 (« — Ä) 

Bringt man den Factor vor der Wurzel unter dieselbe und 
bemerkt, dass 

(3c — 2 (« — ft) + r) (5 {a — b) — ßc + 2r) = {a — b) (r— c) 

ist, so erhält man die oben angegebene Formel für x. 

Für numerische Gleichungen ist die Auflösung so gut als 
beendet, wenn t gefunden ist. Dann ergeben die Gleichungen 
(1) nach der Elimination von X leicht' x selber, wie in (4j an- 
gegeben. 

4.fS7 (<^ — xjVa — a? -f- (^ — a?) Vb — x c 

[a — x) Va — x — {]b — x) Vb — x jK(« — x) {b — x) 
I a'\-b . 3c + y 7/ a — 6 — 6c -f 2r 



458. 



(« — 6) + 4c ' 
r = /(a — bf — 2 (a — ft) c + 9c2 

(fl — ^) Ya — X -\' (b — x)yb — X < 



iVa — X — W^^f Via —x){b— x) 
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^ ' = "4-* + WUT- " = r^^i' - i)-^" 

Man verfahre ganz wie in 456., da findet man zunächst 

f 2c V r — c 

460. (^TTzfi+Tr^^ = ^' 

j a + b 2r—{a-- b) -./ h (a -- &) + 4r 

r = /(o-— 6)2 + 3 (a — 6) c 

461. ((« — x)^ j/a — x + (b — x)'' j/b^^^), 
{}/a — X — j/b^^y = c 

Auch hier wird der in 456. eingeschlagene Weg am ein- 
fachsten zum Ziele führen. Man findet 



t 



=/^ 



4ß9 ( 5 — a ?)g Kä^- x— {2 — x )^ y6'-x 14 

^^'^' ' "(^^^ + 1^2^.-^)3 —27 

1 

L. a; = 6, 1, i + ^ ' y:~^ 

3 



Man findet hier zunächst < = + 3, + 



X o. x ^-^• 



463. ^7=:=+|^^= = l|/(a-;r)fa:-ft) 

L,x = ^-^ + ^ j/{a — b)^ — 6c^ — 2cr, 

r = /4 (a — 6) c + 9 c'^ 

Kubirt man, so erhält man eine quadratische Gleichung für 
{a — x) (x — b) ^= p, — Auch hier kann man den irrationalen 
Theil durch r und c allein ausdrucken. Man erhält 

^ = ^ + ^ Kl»- + 3 c) (r - 5 c) 



n 4" 2 /z -|- (« — ^)V 

n — z \z — (n — cy 
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.^, (a — x)yx - b + (x — h)fa— X 

4o4. 3/ , 3/— — T — ^ 

y a—x -f- yx — b 

L. a: = ^ + i ^(a - ft — 2c) (3c + r). 

r = /(a — 6)2 — 2 (a — 6) c + 9c*-^ 

Der einfachste Weg ist hier wohl der in 445. e. angegebene. 
Setzt man 

(1) a — X =-n •\- z X — b = n — z, 

so folgt aus der gegebenen Gleichung leicht 

(n — c)> 

Hieraus durch corr. Add. 

n^ z^ + S{n — e)^z 

z ' 3 (« — c) 2« + (n — f)^ 

c * — 3c (« — c) z^'= n {n — c)'^ 

Diese Gleichung liefert z. Dann sind statt n und z wieder a, b 
und o: aus (1) einzuführen, so hat man die oben angegebene 
Lösung. 

465 y^—^ +y^^b ___ a +6 — 2a; 
i/a — X — yx — b ^ 

h,x = ^^ + \ y^[a — b — c)c + 2cr, 

r = yo{a — b — cf + 4: [a — b) c 

Die Auflösung ist hier ganz wie in 464./ nur setzt man 
hier besser 

a — a; = ^ (n + z) x — 5 = ^ (n — z). 

Die gegebene Gleichung geht dadurch über in 

n-^- z (z + c^3 



466. 



— - — = 1— ^— ) U.S.W. 
n — z Vz — c/ 

y^^^+y^^^^ c 

y(a — xy - y{x—bY a + b —2x 
h.x = ^ + i yia — b + c — r){Sc — (r+b + 7) 

r = y(a — bf — 10 (a — b) c + Oc^ 

Für eine numerische Gleichung diese^ Art würde der in 464. 
und 465. befolgte Weg wiederum der einfachste sein. Man würde 
kommen auf 
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■Qpy = c-t-y. 

woraus durch corr. Addition 

« « + s» c^ + Scz* 

2712 ~3C«Z + Z3"' ^- ^• 

Die Formel für x wird aber bei Buchstaben complicirter als 
nöthig; auch erhält man für f nicht direct den einfachsten Ra- 
dicanden. 

Der in 445. d. angegebene Weg ist zwar etwas weilläufiger, 
liefert aber immer die einfachste Form des Resultats und fuhrt 
direct auf den einfachsten Radicanden. Man hat darnach 

(1) ]/a — x == X (/ + 1) yx — b= X[t—1) 

a — X / t + 1 \3 

x — b V — 1/ 

,c^. a + 6 — 2 a; 3<» + l Jj^ 

^^' a-r'b ~ ^« + 3 ' ^ 

Wegen (1) geht die gegebene Gleichung über in 

{t + 1)« + {t-lY _ C U+ 1)3 +(^--1 )3 

{i 4- 1)* -{t— lY a- b (f + 1)3 — (< — 1)3 

t^ + 1 c t (^« + 3) 

2t a — b' 3^2 + 1 

Hieraus ist t zu bestimmen. Man findet 



'/a\ / __ 7/ 3C — ^ (a — 6) + r -, / a 

("^^ ^ — y '6[a-b)-2c — y 36. - 2 ( 



(ö — 6) — 2c f 36' — 2(a — &)— r 

Soll nun bei der Substitution von t in (2) das r im Nenner ver- 
schwinden, so hat man wegen t'^ + 3 nach 394. e. mit Anwen- 
dung des Correspondenzsatzes (283. d.) aus den in (3) für t ge- 
fundenen Formeln abzuleiten « 

^/ 9c — 5'(a — 6) -f 3r 

Dann wird 

3^'-f 1 3c — (g — 6) -f r 

^«-f 3 2 (fl — 6) 

Hiernach und für -— die 2. Formel in (3) benutzt, hat man 
wegen (2) 

(A) ^jtAzL^ 3c — (a — 6) + r . /3c -- 2 (/t — &) — r 

Bringt man den Factor unter die Wurzel,' beachtet, dass 

(3c — (a — b) + r)](Sc-- 2 {a — b) — r)=(a — b) [a — b + c—r) 
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ist und hebt a — h \m Nenner fori, so folgt aus (4) die oben 
angegebene Lösung. 

Für eine numerische Gleichung war die Auflösung mit (3) 
schon beendigt. Denn ist t gefunden, so liefert die Gleichung (2) 
sofort X selber. Kommt es aber bei der vorgelegten Buchstaben- 
gleichung darauf an, für x eine möglichst einfache Form zu 
ßnden, so fuhrt der angegebene Weg'am sichersten und schnellsten 

zum Ziele. 

• 

4o7. 3. ■ — 3. - = — 

y(a — X)^ — p^{x — bf c 

I a + b . 3 (a — 6) — c + r -y/ 2c — T(g — b) + r 

^- ^ — 2 ■•" 4 y 2{a-b)- 3c~ 

r = |/9 (a — b)'^ — 10 [a — b) c + c^ 

. ^^ {a — x)f/a — x+{x — b)f/x — b 

{a — x) j/x — b + (a? — b) j/a — x 

L. a; = ^ + ^/(c- 1) (r +-3). r = /^+"8 
4ßQ (^ — x) f/x — b + {x — b) f/a — x 

j a + b a—b (3c — r)J^ ^/- r — 

Man findet hier zunächst 

t = ^. so dass y^^ == r^^ wird." 

fr r X — 1 — yr 

ya — X + i/a? — b 

r = K9c* — 8 (a — 6) c 

f - ^ + ^ I 2 (tf — ^) — c ' + y i/ c — 5 (a — b ) + 2r 

^- ^ ' - 2 "^ 2 /^ 5(a-/>)+"37~' 

r = /5 (ö — ft)2 — 2 (a — 6) c + c2 
Kubirt man, so giebl, das 

~ + 3 c (ö — X) (x — 6) + ^^ = c •* 

a? — b * . ^ ' ^ ' * a — X 
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Setzt man also (a — x) {x — b) =^ p, so erhält man mit Be- 
nutzung von 376. 3. leicht die Gleichung 

(5 {a — b) + 3c) p^ — (5 (a — b^) + c^) p + {a — bf = 

Daraus ist p zu bestimmen und dann ist auch x leicht gefunden. 
Für eine Buchstabengleichung uird jedoch der Ausdruck für x 
sehr complicirt; auch enthält der Radicand von r noch den qua- 
dratischen Factor ((a — b)^ — (a — 6) c — c^)^ was man schwer- 
lich auf diesem Wege erkennen würde. Der in 445. d. oder 466. 
befolgte Weg ist derjenige, welcher die einfachste Form des 
Resultates liefert. 

472. (^_+^)! = c 

L.. ar — 2 i- jg 1^ Sc ' 

r = /24 (a -f 6) c+ c2 

473. {ji/a— X + yb + xf = c y[a — x) [b +~^) 

^'^ 2 "*■ 18 r Sc * 

r = '/c^— 12 (a + b) c 

474. Vi^^-n^^l^y- 

» fl+6,a — 6-|-2c 7/4(0 — ö) — c 

L. a: = -^ + g— // g^ . 



i^ a — b — c -g/a — b — c 
"*■ 3 y Sc 

Man setze nach 376. (6.) oder 445. (11.) 

a — X = z + 91 b — X = z — n, 

so geht die gegebene Gleichung über in 

welche Gleichung in 352. gelöst ist. 

Für a =: 9, 6 = 2 und c = 3 erhält man 

99 + 65 ± 16 

^~ 18 

Es gelten alle Zeichenverbindungen, also 

_- 99 + 65 + 16 99 — 65 ± 16 

^ "~ 18~ ' 18"" 

_in _Z^ —25 r« 1 

X^ lU, X2 Q , X^ — , 0^4 J. 
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a X X h XOy 3, \ 

, «-4-Ä , a — h c + 2+r^/ß + ö — 'Ir 
^- ^ = ~2~ + ~2 H^l— r c-5 -• 

r = Y^ c + 5 

476. |/^^=^i + yi^^^^^ = 1^ 

y « + ^ , ^ — r -|/2r ~ 3r -,/öT T\ \ — ö — 2 

L. a: = -|— + — ^ ^ ^ — , r = //2 (a — 6) c + 2c^ 

a. Man kommt am schnellsten zum Ziele ^ wenn man nach 
der Formel 376. 2. 

(m + t;)^ = M* + v'* + 4^ (" + t?)^ MV — 2u^v^ 

m 

zur 4. Potenz erhebt. Das giebt für 

y{a — x) (x — b) =:p 
die Gleichung 

c := a — b + 4:p 1/7 — 2p*^ 

2?^+ ^2(« -b)+2c ^^ — ^ 

^— 2 = 2Vc 

(a-x){x-b) = ^^^^ 

Hieraus ergiebt sich x mit Benutzung von 2 (a — b) c = r^ — 2c^ 
in der oben angegebenen Form. 

b. Eine 2weite sehr einfache Methode, zur Lösung zu ge-. 
langen, ist, die Differenz derjenigen Wurzelgrössen zu suchen, 
deren Summe gegeben ist (s. 302. und 307.). Man setzt also 

(1) ]/a — X — ]/x — b = z 

Dies combinirt mit der gegebenen Gleichung, liefert 



(2) 



2ya — x = ^c+zl 



2 f/x — b = yc—,z 

Jetzt zur 4. Potenz erhoben, erhält man durch Addition und Sub- 
traction 



8 (a — &) = c + 6t*^ yc+ z^ "I 



_a + b — 2x = \z{z'^ + Yc) f/c 

Die erste Gleichung liefert z. Das ist in die letzte eitizusetzen. 
Dass man auch nach den in 445. angegebenen Methoden 
zum Ziele kommt, ist leicht begreiflich. 
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. {a — x) ya — a: + (a? — h) l/x — b 

All. ■ - -\.. --. 1,:-^-- = c 

L. X = "+- + \ y{2c — (a — 6)) (5 (a — 6) — 6r! + 2r) 

r = -/b (a — b)'^ — 12 (a — b) c+'Hc-^ 
Der Jcurzeste Weg ist hier ^olil der in 464. angegebene. 

AHO {a- x)\/x — b + (x — b){/a^x 

ya — a; 4" y^ — ^ 

L. x = --i-^ + \ -/{a — b -- 2c) {ec — a + b + 2r) 

r — y[a — bf — 4 (a — ft) c + 8c^ 
A7Q ^^ "" "^^ V^ — ^ + (^ — h)yx — h 

4 4 «7. j-^=^--—si . rr — C 

(a — x) yx ~ Ä + (a; — A) ya — x 

L. x=^ + ^*j-^ /(2+/-)(2c^. r = }/c-^-2cTl 

Hebt man links durch ^a — a: + ^x — 6, so ergiebt sich 
nach einigen leichten Reductionen für [a — x) [x — b) =: p die 
Gleichung 

[c + \Yp + [a- b) [c^ -l)/^=(a — bf 



480. 



ya — a7 + ^x — b 



j/a — x — f/x — b a+b--2x 

L.x = ^ + ^ j/(a - bf -(c- r)\ 

r = y{a — 6)2 — 2 '(^—b'i^ ~+ 2 c^ 
{n — x) yb — X '{' (b — x) f/a — x 

481. ^ —- '^ — ^ 



ya^x-^fb^ 



X 



I a+ 6 <!—•&+ 2c y/ « ~ 6 — 4c+ 2r 

^* ^ ~ ~Y~ ■*■ 2 f 3 (« - 6) + 8c ' 



r = y[a — bf + 4c2 

(a — x) ya — X + {b — x) yb — X 

4oä. . 4 = c 

V ö — X — yb — X 

I a + b , 2c — a+^ -y/ ö (a — 6) — 4c + 2r 

^- ^ — 2 "♦" 2 /^ 8c - 6 (ß - 6) ' 

r = ^5 (ö — ft)2 — 8 (ö -- 6) c + 4c2 
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483. 0(^+l[E3!_ ^ , 

I '^ "1" ^ _l_ ^ (<^ "~ ^) — Sc -\- 6 r -m/r — c 

^- ^ ~ ~2 ~ "*■ X 32 " r ^^' 

r = /8 (a — 6) c+ c2 

^. Die Auflösung geschieht hier wohl am besten auf dem 
Wege, welcher in 445. d. für die Quadratwurzel und in 466. für 
die Kubikwurzel angegeben ist. Man setzt 

(1) yv^^x = A (^ + 1) \/h — X = i[t — \) 

Daraus ergiebt sich zunächst 

a + ft — 2a: = 2^^ (^4 ^ ^^2 _|. x) 
^ ^ a — 6 == 8A^ (/2 + 1) f, also auch 

^^ « — ^» " 4(^2+1) ' " t 

Die gegebene Gleichung geht durch (1) und (2) über in 

(4) 1{a — b) t^ = c(i^ + 1) 

Daraus 

(5) ' = /^^ = /.^ 

Mit Hülfe der 2. Formel für t ergiebt sich x direct aus (3). 

b. Hätte man für t nicht ekie so einfache Formel, wie hier 
die 2. ist, so wäre die Substitution in (3) weitläufig. Man eliminirt 
dann am besten erst mit Hülfe von (4) aus (3) die 4. Potenz von i, 
schreibt also 

(G) a + b-2x = i(c + 2(a-b)^-^f)j-. 

Soll das r bei der Substitution im Nenner verschwinden, so 
hat man aus (5) nach dem Correspondenzsatz (283.) zu bilden 

t = jZ-rj -^,?_^ (394. e.) 

Hierdurch wird 

6^4 +J 4(<z — &) — 5c + 5r 

7« + r 4 (fl — 6) 

Dazu aus (5) 



1=/ 



r — c 



2c ' 

geht (6) über in 

a + b-2x=*-^" --^^'-+^ j/'-f-^'^- 

Bardey, Algrebraische Gleichung-en. 8 
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und milhin x, wie oben angegeben. — Dies ist der aHgemeine 
Weg, für X die einfachste Form zu erhalten. 



484 



• (—) ^lE^: -(*--) /^:;^ = « 



3c-- r 



u, X— 2 "»■ 2 * Vir 4- c) (hr - 3r)' 



r = j^4 (ö — bf + c^ 

Man schlage den Weg in 483. ein. Indem man i durch r 
und c allein ausdrückt, findet man 



r Vr + c — ^Vr — c 



Diese Formel ist zu benutzen in 



r\ 



^^a— X / + 1 

b — X T—\ 

(Juadrirt man, so giebt das 

r b — x Vr + ~c — Vbc — 3r 

Jetzt noch einmal quadrirt und dann corr. Add. angewendet, giebt 

a + b — 2 x Sc—r __ 

a — b Vir + c) (5c — 3r/ 

mithin x, wie oben angegeben. 

Benutzt man andere Formen für /, so wird der Ausdruck 
für X sehr complicirt. 

Setzt man o = 19, 6 = 4, c = -^ , so findet man zunächst 

87 / 2 -^ 

r = + - , t =: +3, +y — - , und mit Hülfe von t oder direct 

^ = 20. 3, f + f/Z| 

^^'^^ ^5^=^ + f 2(r=^ == f 2ü~^"i - j!/5^ ' 



1 yi Ol 26 , 115 -,/ 3 

L. a: = 4, 21, -±— ^ — - 



2 

Man erhält für / zunächst die Gleichung St^ — 25 ^^ — 18 
= 0, woraus sich für t dieselben Werthe wie in 484. ergeben. 

486. f 7^=^ + y^T^ = yF 

j a-\-b a—b — c+r -./^r — bc -./'nFTr T\ — TT 

l..x = ~^+ icF" J^ --^'-*r = y20[a — b)c+b 

Man verfahre ähnlich, wie in 476. 



c" 



487. 
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{a — oc) ya — ■ x — (a? — h) yx — b 

ya — X — yx — h 

I a+ ^ I 2f; — a + 6 -f/ b (a — &) — 6c + 2r 

^•^""2""^ 2 r bc'-S{a-b) 

r = j/4: (a — b)'^ — 8(a — b)c + 5c'^ 

Der einfachste Weg zur Lösung zu gelangen ist wohl der in 
445. e. angegebene. 



488. 



(n — x) yx — b — (x — b) y^a — x 



ya — X — yx — b 

I a+/> a — /> +2c ^/ 2r — br " 

• ^ ~ ""2 •" ~2 y 2 (« — h) + bc 

r = y[a — hf + 2 (ö— ft) c + öc^ 

489. |/(^"3r^3 + |/(^nr^8 = ^ 

^^(ß — a?) a? — 6) 

I fl + 6j^3c + r -f/ a — b — 5 c + 2 r 

^'^— -Y~ ^ 2~ f 3 (« - A) + 5c 

r = /(rt — 6f — 2 (ö — 6) c + 5c2 

Der in 445, d. oder 466. oder 483., insonderheit 483. b. 
mitgetheilte Weg wird hier wohl am einfachsten zur Lösung 
führen. Dasselbe gilt von den 3 folgenden Aufgaben. Man wird 
also zu setzen haben 



yV—x = x [t + 1-) p^x — bt=ix{t - 1) 

j a-^b _. b (a — Ä) -}- 11 c — br -./ c 

\u.x — -y- i - y 2r="5c 



Die einfachste Formel für t wird hier 



,, 2r — 5c 



Diese ist zu benutzen. . 

491. iVW^'^' — V{^~wy {v^~ä^^ + i/^r^^) = c 



^ a + Ä 13 (« — 6) — 5c +3r -,/8 (ft — ä) — 5c--2r 

i,,x — —— -i- - y -^- 

r = }/Vo \a — 6)2 _ 20 (a — 6) c + bc'^ 



8* 
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492. (?(f"- -)*±)^(^ + *v): _^ 

f/a-x + y^ + b 

2 "*" 2 A 5c-f 8r 

Setzt man « = 17. 6 = IG und c = 27, so erhält man 
X = IG, — 15„ 4 ± V ]/3. 



t 



Zweiter Theil. 



Gleichungen mit zwei Unbekannten. 



A. 



Oleichuiigcu meist homogenen Charakters. 



1. 





Erste Stufe. 


"^ ax — hy m 




ex — dy n 




-a:2 + y2_^2_ 




1 {bn — dm) k {an — cm) k 


Vib n — dm)'^ + {an — c m)^* l/{b n — dm^ + {an — c m)^ 


Um die Rechnung mit Biüclien zu vermeiden, selzt man, da 


\ aus der 1. Gleichung leicht 


(1) 


X bn — dm 
y an — cm 



ergiebt, (wie in 1. 445. d.) 

(2) X = X {bn — dm) y = l (an — c w) 

in der 2. Gleichung und bestimmt L Das giebl: 

A = _^^_ 

V{bn — dm)^ -\- {an — cm)^ 

Dann liefern die Gleichungen (2) die Unbekannten selber. 

Ist demnach der Quotient der Unbekannten oder das Ver- 

hällniss derselben — , wie hier in (1), bekannt, so hat die Auf- 

y ^ ^ 

findung der Unbekannten selber weiter keine Schwierigkeit, wenn 
sie überhaupt durch eine quadratische pleichung möglich ist. 

2. 



L.X 



X — y b 

^ + y^ = c^J 



yUß^~+b^)* J^2(ß2 + 6«) 
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A. Glciclinii{^en meist homoorenen Charakters. 



Man hat aus der 1. Gleicliuiii( nach I. 18. 



.r 



o 



y a—b' 

wird also hier nach der vorigen Aufgabe zu setzen haben 

X = X [a -}- b) y = A (a — b) 

Dies in der 2. Gleichung substituirt, lieferl l u. s. w\ 

Auch in den folgenden 4 Aufgaben hal man aus einer der 



gegebenen Gleichungen den Quotienten zu bestimmen uüd 
daim in derselben Weise zu verfahren. 

Lax'^ + (^' — ^) ^y — ^y* = <'^J 



4. 



li. A' — • - . - 

//^ - yy ~ f^ 

•» 9 '1 

L. a? = — 



y = 



2K2rt^> («*-' + b^) 



y 



{a — bYc 
2y2ab {a'^ + b^) 



liier ündel man aus der 1. Gleichung zunächst 



d: 



y 



5. 



X y X + V y 11 

xy X — yy y 



a 
b 



X 

L 



c^ — y^ 



• ^~ ^ y «2"+'62' y — *' y «« + ^^ 



6. 



": + ^; = 2c;n^' 



a 



ia; -[- «y 



_ ^/» — ay 



\j. X = 



am (c-[-l) 



btn (c+ 1) 



^r2 + j 



3 



, fo:*- + xy = al 



L. X = 



a 



y = 



{a + 6)' 
(^/ - bf 



yj+b* " ya + b 

Die Division der Gleichungen in einander liefert zunächst 
den Quotienten der Unbekannten. Dann weiter nach 1. oder 2. 
Man kann schliessUch die 1. Gleichung benutzen, um l zu be- 
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stimmen, oder die 2. Gleichung, oder eine Combinalion aus 
beiden Gleichungen. So folgt hier aus der Addition der gegebe- 



nen Gleichungen 



Hierin ist zu setzen 



Das liefert 



[x + yy = a + b 



X = ka y = Ib 



X = 



Va + h 

In den folgenden Aufgaben wird man ebenfalls mit Hülfe der 
Division der beiden Gleichungen in einander leicht den Quotienten 
der Unbekannten hestinmien können. 

Lv^ + x'^u =: bJ 



L. iT = 



y 

a h 



^- Ly4 + x^y= b\ 



\j. X = 



a 



y = 



j/a^ + b^* '^ j/a^ + b^ 



10. k;^+^^;=:^i 

Lx^y — xy^ := bJ 



L. X := 



« + Ä 



y = 



a — b 



j^2(«2 — *2)' f/2{a^ — b'') 



rx = a (x^ + y^)l 
^'' ly=b{x^ + y^)i 



L. ar — 0, ^2 _^ ^2 y _ 0, ^, _j_ ^2 



12. 



13. 



X = a j/x + 2/ 

L. a: = 0, a (a + 6) ?/ = 0, 6 (« + 6) 

X j/x + y = (t 
y ]/x + y =^b_ 



L. X = 



a 



y 



f/a + b' ^ ya+'b 
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iA [« + » = «(«* + y*)"| 

^*- lx-y = bix^ + fjV 



L.^ = 0. ^^t^ .'-" "-* 



a' + i« 



» = 0, 



a« + i« 






_n «-M 



L. o; = 0, 



2a6 



y = 0. 



a — h 
2ab 



16. [a (x — y) = b {x + y) = xy"] 
L. a: = 0, : ^ y == 0, 



a — 6 

Man bat zunächst 

x + y 



a + b 



a I X 

= T-, also - 

X — y h y 



fl + Ä» 
a — A 



Es ist demnach * 

i = A (a + 6) y = X (a — ft) 

in einer der andern Gleichungen 

a[x — y)=^ xy oder b [x + y) =^ xy 
zu setzen und l zu bestimmen. 

17. [a (ät — y) = 6 (ic + y) = a:^ + y2j 



L. a: = 0, _, . r «- «/ = 0, - 



18 



«« + 6« 



««* — flft« 



«2 + 6« 



L. a; = 0, 



/z 



y = o, 



19. [x^ — y- ~~ a[x — y) = b [x + y)'] 
L. X = 0, i (a + ft) y = 0, i (a — 6) 

20. [ay = bx = xy^ 
h. X = 0, a y z= 0, b 
" ja — xY + y^ _ 13 

21. (« — ^)y ""6 

_ X — y = m _j 

» Sa 4- 2m 2a 4- 3m « , \ o / \ 

L. a; = —^ — , —^ — y = |(a _ m), I (a - w) 

Man multiplicire die 1. Gleichung im Nenner mit 2, wende 
nach I. 18. corr. Add. an und ziehe die Wurzel, so giebt das 

a-,x +y __. ^ g 
a — X — y — 

Dies ist mit der 2. Gleichung zu combiniren. 
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{a — x)^ + (ö — ^) y_+y* __ 4^9 

22. (a-x)^—{a^x)y + y^ ~ 19 

a: — y = 6 

L.x = ^{6a + Sb), |(3a + 5ft) 
y = ^(a-b), i{a-b) 

Wendet man auf die 1. Gleichung corr. Add. an, so ist diese 
Aufgabe leicht auf die vorige reducirt. 

^ X + y = a ^ 



23. 



X j^ b — y 5 

L6 —y "* ~ "2-1 



. ' .L. X = 2 (a — b), b — a 
y = 2b — a, 2a — b 

Die 2. Gleichung lässt sich ganz so behandeln, wie die 
1. Gleichung in 21. 



24. 



2 I 2 ^ 4" 1 

^ax^ + y'^ =z (a'^ — 1) y. 



h. X = 



«3—1 



a— 1 



ß— 1 



a 



a — \ 



Man bestimme y zunächst, indem man x'^ eliminirt. Ist y 
gefunden, so ist der Werth dafür in der 1. Gleichung zu sub- 
stituiren. 

25. P + ^' = fl 

i,x^ + y = byJ 

L. AT = 0, f/{a — 1) {b — T)2 y = 0, ^(7==l)27r^T) 

Man bestimme aus der 1. Gleichung x und substituire das 
in der 2. Gleichung, oder man bestimme y aus der 2. Gleichung 
und substituire das in der 1. Gleichung. 

26. r^v'^r'l 

Lx"^ + y = bx^J 
L. a: = Ö, 



^(a - 1) (6 - 1) 



y = o. 



f{a^lf\b'- 1) 



■ ^^ 2 y a^ + b^' y — a+b 



1 
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Mail bilde die Summe und die Düferenz der gegebenen 
(■leicbungen, so giebt die Division der so erhaltenen Gleichungen 
durch einander die Unbekannte y. 

La; — y = « — ft + (« + ^) ^2/-' 

, 2«Ä — 1 + y\an^ -fT 2rtÄ + 1 + K4«^ + 1 

Man multiplicire die Summe der gegebenen Gleichungen mit 
ihrer Differenz, so erhält man 

xy = aft (1 — oc'^y^) 
Daraus folgt xy, und sein Werlh ist in der Summe und in der 
Diflerenz der Gleichungen zu substituiren , so erhält man die 
Unbekannten selber. 



29 r ^^^ + ^y = ^^y 1 



L. a: = U, y = 0, -, , 

Man dividire die Gleichungen in einander, d. h. eliminire 
xy, und^ bestimme das Verhältniss' der Unbekannten. Dann 
weiter nach 1. oder 2. — Auch in den folgenden 4 Aufgaben 
wird dieser Weg der einfachste und kürzeste sein. 
30 r «^ + ^2/ = c (a;2 + y'i)! 
■■ la^x + h^y = c^ [x'^ + y'^)i 

Va^ + b^ Va^ + b^ 

rx {x^ + y^) == «1 



a 



L, X = .. ^ — ■ , tj 



La: — y =: b (x^ + y^J 



1 rk « + /> ^ a — 6 

j/a^ + Ga^b^ + b' ' ya* + eaH^ + b^ 
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34 r^Vf ^2/ + 2/''^ = 2«"| 
Lx^ — xy + y^ = 2bj 
^ ySa — b + Ysb — a V'da — b — Vsb — a 

L.a = -. 2 y = 2 

Man bestimme durch Addition und Subtraction der Glei- 
chungen zunächst o:^ + «/^ und xy, deren Combinalion dann 
leicht [x + yY und [x — y)^~ liefert. 



35. 



X — y 

'^l±yl = 2b 

\~ x + y 

L. ganz wie in 34. 



36. [ ./^+,^ = « 1 

LX" + y-^ =^ mxyj 

a. Man bestimmt aus der 1. Gleichung eine Unbekannte und 
substituirt den Werth für dieselbe in der 2. Gleichung. Das 
giebt für x und für y bezuglich die Gleichungen 



X 



+ (a — x)^ = mx [a — x 



(« — VY + «/^ = rtiy [a — y) 
Die 1. Gleichung liefert x, die 2. liefert y. — Diese Methode 
(Substitutionsmethode) ist immer anwendbar, wenn eine der 
gegebenen Gleichungen wenigstens in Bezug auf eine der Unbe- 
kannten eine einfache ist. 

b. Man quadrirt die 1. Gleichung, subtrahirt davon die 
2. Gleichung, so findet man 



xy = 



a 



m + 2 



Dies mit der 2. Gleichung combinirt, liefert leicht x — y u. s. w. 
c- Die einfachste Auflösung ist, aus der 2. Gleichung das 
Verhältniss der Unbekannten zu bestimmen. Man hat 

""—J^ = ^, also nach I. 18. 7. 

^xy 2 



X — 



x+y 






X 



-y = aj/\ 



m + 2 



Dies ist mit der 1. Gleichung zu combiniren. 
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r3^2 + 2a:y + y^ = 43] 
U^ + 2xy + 3y2 = 33j 

L. a: = 3, —3, + 1 /3 

y = 2, — 2, +^/3 

a. Man sucht zunächst xy, me in 36. b. Indem man die 

Glieder mit xy nach rechts bringt und dann durch die Combi- 

nation der beiden Gleichungen zunächst x^ und y^ bestimml, 

erhält man 

P^' = 24-ary] 

^^ L2y2 = 14 — a:yj 

Diese beiden Gleichungen, mit einander multiplicirt, liefern eine 
quadratische Gleichung für xy. Man erhält 

xy = Q, — ^ 

Für die erste Wurzel (-f 6) müssen x und y gleiche Zeicben 
haben, für die zweite ( — ^) entgegengesetzte. Man kann dar- 
nach aus (1) die Unbekannten hinschreiben. 

b. Leichter kommt man zum Ziele nach 36. c. Man sucht 

^-« Aus jeder Gleichung, welche nur Glieder mit x^, y'^ und 

H 

xy enthält, lässt sich — bestimmen. Man dividirt durch y^ und 
erhält für — eine quadratische Gleichung. — In 36. c. ist dieser 

er 

Quotient durch Anwendung der corr. Addition gefunden. Dies 
Verfahren ist hier nicht anwendbar. Man dividirt die Gleichungen 
in einander, oder, was dasselbe ist, man eliminirt die Bekannten, 
multiplicirt die 1. Gleichung mit 33, die 2. mit 43 und siib- 
trahirt, so giebt das 

14a:2 — 5a;y — 24y2 = o 
14^ — 5- — 24 = 

y* y 

y — *' ^ 
Man hat daher nach Aufg. 1. in einer der gegebenen Gleichungen 
zu substituiren . 

^' Vy = 2k\ ^' L y = 7A J 

und A zu bestimmen, so geben 1. und 2. die Unbekannten selber. 
— Die Zeichen von x und y ergeben sich von selbst auf diesem 
Wege, bedürfen also keiner besondern Berücksichtigung. 
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rx^ + xy + 3y2 = ill 
Ix^ -xy + 2t/2 = 23j 

L. xz=5, —b,± t^fli 
y = 2, _2, ±11/11 

n2x-3y) (3a;-2y) = 2n 
^ L a;2 + 3y«=12 J 

L. a; = 3, —3, ± F'^; 
y=l, -1, ±nj/;^ 



217 



217 



Man führe in der 1. Gleichung die Mulliplication aus und 
verfahre ganz wie bei den beiden vorigen Aufgaben. 



n9x + y)(x+y} = 273l 
^- l{9x-y){x-y)= 33} 

L. a; = 4, — 4, 1, — 1 
y = 3, —3, 12, ~ 12 

4j p^ + !/^ = (« + 6) (a; — y)! 
L ^^ — v^y + y^ =^ a — b j 



L. * = « /^ririmi y = bVä' 



a — h 



h-yb^ ^ V a^ — ab-+b^ 

Die Division der Gleiehungren in einander liefert leicht — = -^. 

° y f> 

Dann weiter nach 1. — Aehnlich die folgenden 3 Aufgaben. 

^ r x^ + y^ = a[x — yY "1 
i.x'^ — xy + y'^ = h [x — y)J 

43 f ^^ + 2/^ = (« + ^) (^ — 2/)^ 1 
La:^ — xy '\' y'^ =^[a — b) [x — y)\ 

I ^_n « (^ - ^ )^ „_o -Ai^JH-*)' 

.AA [(^ + y) (^' + 2/') = «1 

j a -\~ b ^_^ « — Ä 

y^{a^ + b^) y4.{a^ + b^) 
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45. 



a 



x'^ + x'^y + xy^ + y^ = ^_^^ 
x^ — x^y + xy — y= ~_"~ 

, Va+Vb v^ - n 

ys {a +b) pS (a + b) 

Man zerlege links in Factoren, dividire die Gleichungen in 
einander, ziehe die Wurzel und wende correspond. Addition an, 
so erhält man 

^ ^ Va + Vb 
y j/a'^fb 

^g rx^ + x^y + xy'^ + y^ z=a'^ (x — y)! 
Lx'^ — x^y + xy^ — y^ =: b*^ {x + y)j 



j ^ a -{-b -| / 2 ab n — b -,/ 2 a 

L,. o: — U, -,^ - y «^+^,«' " 2" y ~ J2 + 

^ n — b -| / 2 ab a '\-b -,/ 2 a 

y — ^' 2 ¥ 7/M^*' "2~ /^ "" ««4 

47 [(^ ~ y) (^ + yf = «1 

^'- L(^ + v) (o: — v)^ = öj 



b ~ 



.(o? 4- «/) (o: — y) 
L. x = — -7— . y 



ö — i 



2^ai* '' 2f/äb 

AQ [i^ + y? (^ — y? = ^'1 



- a -\-b a 



L(a: — y) [x'' 4- 3i/2) = ftj 

f «4-'>' 

L. o; = ^ , , y = 

2|/«2 — «/>4-/>2 

50. P'^, = ;; - 1,] 

aya 



a — b 



2^«« - ab + b^ 



L. a: = 



y = 



äK^^" 



Va+Vb "" Va+Vb 

Man zieht die Kubikwurzel, bring! die Unbekannten nach 
links und dividirt die Gleichungen durch einander, so Gndet 
man leicht 

X aya 

y hVb 



51. 
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7 2 

x^ > n^ = ^i i^^ + y? 

y^ + n'^ = — {x + yY_ 

r ^ r 



r = y{a + h + c) [— a + b + c) [a — b + c) [a + b — c) 

Man subtrahirt die Gleichungen von einander, dividirt durch 
X •\' y und erhält zunächst leicht 

X «* + i* — c* 



y — «« — ^2 + C* "• ®* ^^ * 



Sind a, b und c die Seiten eines Dreiecks, so sind — und 

n 

— resp. die Cotangenten der den Seiten c und b gegenüber- 



X 

n 

y. 

n 

liegenden Winkel, also 

(1) a: =r n cot y y = n cot ß, 

wenn die sonst üblichen Bezeichnungen auch hier gellen. — Es 
ist nämlich 

r = 4A = 2ö6sin y = 2a c sin ß 

a^ + b^ — c* = 2aft cos y 

a^ — b^ + c^ = 2ac cos ß 

Selzt man daher aus (1) die Werthe für x und y in den 
gegebenen Gleichungen, so folgt, dass in jedem Dreieck sein muss 

cot y^ + 1 = -* (cot y + cot /3)2 

cot jS- + 1 = ""l (cot y + cot ß)\ 
\v'as leicht zu beweisen ist. 



'~x^ -j- xy -{ - .y* a 

52. x^ — xy + y^ b 

x^ -j- y^ = c'^ _ 
, c y^a — b + y377^~ä ^ < l/^sä^-l s- yib~^^a 

Man verfahre nach 36. c. > Nach I. 18. 8. ergiebt sich aus 
der 1. Gleichung 

x^ Y Za — b + y-Sb — a 

y KaÄT-^ — yw^^a 

ßardey, Alg-ebraische Gleichung-en. i/ 



^ 
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man hat also in der 2. Gleichung zu substituiren 

x = k (/sT — "6 + j/Sb -^~a) y = l {-/Sa — b — j/S b -~a) 
und l zu bestimmen. 



L x'^y + xy^ = c J 



>^rt + 2c — ^fl — 2. 



Man dividire die Gleichungen ineinander und verfahre nach36.r. 



54. r f'+^'r"! 

L.r^y + xy^ = cj 



Man dividirt die Gleichungen in einander. Das giebt 

xy c 

Daraus nach I, 18. 8. 

^ + y __ 7/« + 3c 

o? — y r a — c ^ 

1/ Va + Sc—Va—c 

r a:^ + i/3 = ö (ic2 + y2) 1 
La:^?/ + xy"^ = c {x^ + y^J 

Dazu komml noch x = y = 0. — Man verfahre ganz ^ie 
in 54. 



55 



/i 



— c 



r 



X 



56. 



3 _ y» 



x'^ — y^ 



a 



- 2a — 6 + r 

L. ic = -— ^ -, y 



2 a — b i — r 



man 
57 



2 , ^ _ ,^ für ;• =/(2a~6)(36-2«) 

Man dividire die 2. Gleichung in die 1. Gleichung, so erhält 
-- - ,^,-'t ^^ = 7 , woraus — nach 1, 18. zu bestimmen ist. 

x' + y^ b y 

V 



ra;2 + ory + y'^ = flajyl 
' L ic^ -I- v^ = bxy J 



. "^^ *• = 2 (/- 2) (1 +/^l)' ^ =" 2(^) (l-/^ri 
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Dazu kommt noch x = y = 0. — Die 1. Gleichung liefert 



X 



die Quotienten — (s. 36. c. und I. 18.). 



58. 



X 



— xy + y2 = j/a"^ — ab + b 



a:^ + y^ = rt + ft 
a 

L. X = 3/ o ^ ^ =fl> y = 



I 1 X ab' 

+ f 1 \% u. n. '' — '• —r~f u. s. w, 
_ (fl — 6) y b a 



59. 



l/a^ — ab + b^' ^ ya^ — aö + b^ 

Die für die Unbekannten gefundenen Werthe kann man auch 
vertauschen. — Man dividire die 3- Potenz der 1. Gleichung in 
das Quadrat der 2. Gleichung. Das giebt 

(oo + .y)' ^ (a + & )' 

Daraus nach I, 18. 

j ^ + y ___ « + ^ 

* L a: + y = 6 J 

■■- = 4 (' + /^.). =-=:(•- //^Ä) 

Man dividire die 2. Gleichung in *die U und bestimme -• 

^60". [xy = x'^ — y^ = a {x + y)] 

L. o: = 0, f (3 + /ö) ■ y = 0, l (l + /5) 

61. [a:y = (3-x)^ = (2-yy] 
I — ^ 1 -i 

Ij. X — ^ 5' ^» 2 

^* + y = a — o^ 



y 



62. 



L. o; = 0, j(/a — 

y = Ya'^^, 0, ^''^ 

g^ ["aa;^ + by'^ z=^ cx^^ 
Vcx'^ — dy*^ ==^ ax j 



— b 
2 



— b 
2 



L. »t = 0, 



n 



y=0, 0, jr,ybd(bc — ad) 



9* 



1 



132 



A. Gleichutigeti meist homogenen Charakterd. 



Man eliminire y^, so lial man leicht x. 



6y 

L. ar = 0, 3. — ^ 

4 



65 



y=o, ±2, ±'i/'i 

Vx^ + Sxy'^ = al 



6ß. 



r y r X a 



X 



m* + xy __ ^2 
_ y »i« — a;y 



Die 1. Gleichung lässt sich nach I, 92. zerlegen in 

X — y = 2. Yxy = a 



1. 



Jede dieser (lieichungcn ist mit der 2. Gleichung zu combinireo. 



67. \x'^ + y2 __ ^^ -J- fty 2= ;/|2j 

- a y a^~^ b^—'iii'^) 



m 
«2 + // 



m 



68. 



07^ "t" .'/'^ fl^ -}- Ä^ 

. a; — y a — b -. 

, 2a^ + ab 

L, X = a, — - 



y = ft. 



a2_ a6_-262 



'6{a — b) ^ ■ ' 3 C« - *) 

Man setze x = a + z und y = b — z. Dann mrd die 
1. Gleichung identisch erfüllt. Aus der 2. Gleichung ergeben 
sich für 5 die Werthe 



69. 



und 

a: + y = 6_ 
L. iT == 16, 4 y 



3 (« — Ä) 



— 10, 2 
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70. 



X — y = IJ 
L. o; '= 3, 2 y = 2,l 

2 



U^ + y2 + 13 (o; — y) = OJ 



L. a: = 0, 2, — ^ 

5 



y = 0, 3, — 



13 



X 



T2. r 



2=z=0 T 

X — y = iiJ 



Aus der 1. Gleichung findet njan -^ = — , 2 

x'^ — ^xy + 2y 
Sx"^ — 6xy + y^ + bx 

L. ic= 1, 3, — 3 + j/lS 

t/=l, 3, i(-3 ± ^13) 

2 + y2 _ ^ (^ ^ yj ^ 2c (a — 2c) = 
xy — c (o; + y) + 2c' = 



73. ['^ 

L. a; = 2 c , 0, 



] 



y = 0, 2c, 



«1^[ ^*i^ r = ya'^ — 4:ac + 8 



Man multjplicirt die 2. Gleichung mit 2 und addirt die 1. Glei- 
chung dazU; so erhält man eine quadratische Gleichung für x + y. 

ra:2 + y2_(a: + y)~12 = 0] 
' • L xy — 2(x + y) + S = 0J 
L. a: = 4, 0, 3, — 2 
y = 0, 4, — 2, 3 
x^ + xy — y^ X — y 



75. 



I « + 6 a {a — h) 

a — h a {a -\- h) 



«/ = 



Yb 



w 

\Sdi x •\' y gegeben ist, so suche mano; 

setze also 

a; — y = /, 
so dass man hat 



y zunächst, 



(1) 



Ä + / a — t 



X34 ^' Gleichungen meist homogenen Charakters. 

Dies ist in der 1. Gleichung zu substituiren. Das giebt 

a* + 4at — <« ^ 

u^ + ^ab — b* T 

Dieser Gleichung wird genügt durch t = b. Bringt man also 

auf 0: 

bt^ + (a'^ — b^) i — a^b = 0, 
so muss sein 

(t — b) [bt + a2) = (s. I, 105.) 

d. h. ^ = 6, — ^ 

o 

Dann folgen aus (1) die Unbekannten selber. 

76. [x^ +y^=:a{x —V) = b (x^^ — y 2)] 

77. [x"^ + y^ = xy = X + y] 

L,hx = y = 2.x^i{3 + j/^^,y = ^(s—y^^) 

In Worte gekleidet würde diese Aufgabe so heissen: 
Suche zwei Zahlen, deren Summe, Product und Summe 
der Quadrate einander gleich sind. 

78. [^2_y2_^_^_yJ 

L. l, x = y = 2. x = — L-^ — , y = ^ 

In Worten ausgedrückt heisst diese Aufgabe: 

Suche zwei Zahlen, deren Differenz, Quotient und Differenz 
der Quadrate einander gleich sind. 

79. [x + y = x"^ -\- y'^ = x^ + y^] 

L, o; = 0, 1 , 0, 1 

y = 0, 0, 1, 1 
In Worten: Suche zwei Zahlen, deren Summe, Summe der 

Quadrate und Summe der Kuben einander gleich sind. 

80. [x^ + y^=:= Ixy = 2^ [x + y)] 

L. rr = 0, 2, — 4, 1 ± /^^ 

• !/ = 0, — 4, 2, 7 TV—'I 
gl r .r + ic«/ + y = 5 1 
* V.x'^ + a:y + f/2 = TJ 

; L. o: = 2, 1 , — 2 + y'-^ 

y = l, 2, — 2 + /=~5 
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Man sucht zunächst xy, indem man in der 1. Gleichung 
xy nach rechts bringt, quadrirt und davon die 2. Gleichung sub- 
trahirt. Das liefert eine quadratische Gleichung für xy, aus der 
folgt xy = 2,^. 

' ^x + y + h ir^JLz~-^ = 1 



82. 



X •\- y :== a 



L. X = a — b, — 



1/ 



= 6, — :/— 



2a + b 
3 



83. 



84. 



3x + y = a + b 

4a? -^ y — b \x + .y — « 3 [a — b) 

-.2x -\- y — b 2x-\-y — a a — 3ö _. 

L. a: = -^a, 3ö y z= by a — 86 

X — t a — 1 



y- 1 



6 — 1 



a?' 



1 



a 



1 



L. o; = «, 



b^ 
b 



1 -. 

2 



a 



ab— 1 



y = h. 



a — b 



ab — 1 

Da man sogleich übersieht, dass a: = a und y = b der Auf- 
gabe genügen, so hat man nur eine der Unbekannten zu elimi- 
niren, z. B. x, die entstehende Gleichung für y zu ordnen und 
auf zu bringen, so muss sie links einen Factor y — b haben 
(s. I, 105.). 



^^- lx^l-y^)(l-y^) = b} 



L. X = 



V2a — h-Vb 



yö'a — b + Vb 



2f/2^r-b * y ''^ Yü^'b) 

Durch Division der Gleichungen in einander hat man 

(1 - y^f b 
Diese Gleichung ist wie I, 262. ff. zu behandeln. Man hat 
durch corr. Addition 

'~ —6 



1 + y^ _ 7/2« 



y- r b 

Hieraus folgt y wie angegeben. Ferner hat man hieraus 
. , ^ 2^27— c/ . 2 



n^ 



b^ 

n 



^Vb 



y^a — b — Vb 



Dies ist in der 2. Gleichung zu subslituiren, so kommt x. 
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86. U^ + ^y + y ' = ^, 1 « = — 

L. X = 



"^ K«^+ 2>> + K ^ - 2/> ^ ^ ya + 2b ^Va — U 
2j/a+b '^ 2 ^« + 6 



Man bestimme zunächst -- aus ^^^'t -^^ = A fs. 36. c). 



,2 



L. a; = ^ {y'a + 2 b + j/a -^ 2 b) j/'' + 

y = ^ (V-ci~+~2b — y^^Tb) j/^ 

88. r^-= i (- + .V)=:^2 + ^2l 

Ix + y .^ + .y ^y x/ ^ J 

f^ ^ _ y»_+ 2^ J- ^-2^ ^ ya + 2b~ yT^jb 



b 

b 

b 
b 



89 



L. o; = 



2f/a-\-2ö 



90. 



o; 



2 '|/«« («» - 6^) ' ^ 2 ^^«2 («2 - ^,^ 

a;3 + y3^26 J 



I 1 ^_y^a^b + yu~--a ySa — b-Vsir-a 
Li, 1. a? == ß V- : , V = 

2f^Sa-b '^ 2ySa'^rb 

2. x = y=y~b 

Man dividire die Gleichungen in einander, hebe und be- 
stimme zunächst 



91. 



X 
X 



+ y __ 7/3^- b , X _y'Sa^ b+J/sb ~ a 

-y r db-~a y ysa-^b-Vsb-ä 



x^ + x'^y + y^ := 
x^ + xy + y'^:= 



a 



xy-J 



1 ^^y^+'^t^ + Va-b y^+'db-Va-b 

2ya + 2b ^ 



2 y^ 2b 

Man dividire die Gleichungen in einander. Das giebt, da 
sich x'^ + xy -\' tj"^ forthebl, 

■^ — xy -\- y^ a 

ocy b ' 



X 
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woraus durch corr. Addition und Radiciruns 



— y f a — b ^ ' 



X 

x — y 



92. 



^3 ^ j^3 — - 



9 O 

x^y — xy = 



a 



x — y 
h 



L, X =^ 



x + y. 
y^i~ +~M] + Va — h J/g + sf} — Ya —h 

Man kann der Lösung auch diese Form geben: 
welche für die logarithmische Berechnung geeigneter ist. 

93. r , "^Y^lT"! J 

Ix^ — y^ = b {x + y)] 

j ^ y^Za — b + y'6ö — 2a 

J-i. X« X ' c 



y 



y^a — h — ^36 — 2a 
2^36 — 2« 



2..=y^,y^-f± 



94. 






n 



x^ + y^ 
x^y '\- xy^ = b _ 



j y-da — 2b + y^b — « y-da — 'ib—'y-lb — a 

\j X - ' y ■- — 

/ 2 ^>/(^-^ft)2(3a — 2Ä)' 2 T(ö- 6/^ (3Ä--26) 



95 p'V + ^'«^«/^ = a{x + yfl 
Lx^v 4- .TV* = b (x + v)^J 



96. 



y + xy*=^ b {x + y) 

\ t Sa — 2/iJ 2yn —b 

'J = V - V s^^=rYö) ^a^^ 



b 
b 



^- + ^ = ^ 

y X 



I ^~b f. , i/'^b — a\ 'i—b(^ -,/2A — rt\ 
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97. r^^^ + a:y2 = a (a;2 ^ y 2)1 
Ix^y — xy^ = b [x'^ — y2JJ 

L. x = 0, a, j^—^ (« + j/2ab 



y 



-«2) 



üQ r ary (a: + y) = a ] 

U2y2(^2^.y2) = ft2j 

Ij. X = — 






99 






L. o; = 0, 



fl— 1 



y = o, 



«+i 






2. a; = y = 



101. 



a;2 _y2 _ 



<z 



.T 



3 



y^^=^h J 



2^4/^-3« ^ 2^46 — 3« 

li. X = -^ — — . y = 



103. 



2l/2a-h ' " 2 1/2 

(" + ^) (J + I) -= « 



/F 



^ 2fl-V 



104 <' R^ + ^^ (^^ ~ ^^) =^ ^1 

j ^__y^ + ^2 /7"^^ K^ — jr2 i> ^^ 
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105. [xy = (^J^' = ^i±yf\ 

lAß r ^y (^ + y) = « 1 

lx^vHx^ + y^] = h^\ 



107. 



L. ir = .,. , y = 3 . . — , r = 1/ 

(a;2 4- ip«^ + ?/2) j/a;2 + y2 __-, ^^ 
(a;^ — xy + y^) j/a:^ + y^ *=^ ^_ 



L. X 



yTa — h + KsÄ^ 



a 



y = 



YSa — b — Vsb — a 



2f/4:{a+'h) ' "" 2|/4(« + 5) ^ 

^Cio [ oc {1 + y + y'^) = a 1 
^''''' Ix' (1 + y2 + y4) = J 

Dividirt man das Quadrat der 1. Gleichung durch die 
2. Gleichung, so erhält man 






« 



woraus y leicht zu finden ist. — In Worten heisst diese Auf- 
gabe so: 

Gesucht werden das 1. Gliedynnd der Exponent 
einer geometrischen Progression von 3 Glie- 
dern, wenn die Summe dieser Glieder = a und 
die Summe ihrer Quadrate =6 ist. 

Dann ist x das 1. Glied und y der Exponent der Progression. 

a 



109. 



X 



y 



^ + !/ — 



3 



oc + y 
h 



X 



2/J 



110. 



, V'da — h + Vsö — a 

L. Xt= g- __.:rr^__'_z^_^^.^__ , y 

2|/r(3fl — Ä) (36 — fl) 



Väa -- h — Vsb — II 



•i^i{3a — b) {3b — a) 






X 



y 



j __ VSa — b+ysb — a f/sa^h —Ysö — a 

2 j/JÖlßa^^ (36 — «)' ^ 2 ^^16(3fl — 6)(36-"«) 
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Die Division der Gleichungen in einander liefert 



111. 



■r* -I- .ry + ly* 



a 



a:« — a;y + y« 
L4a;< + 7a:'fy' + iy* = b*J 

, b V»ä 

L. ar = -=- 



1 + Ks — n - ^ ?^3a— 1 — yä~^a 



y = 



112. 



113. 



2 ^(3a + 1) (3 + «) • 

_(--y)(^'+|) = «' _ 

VyKy xV xl 

\yVy xVx/ 



114 



• L 2a;2 + XU — v^ = 9 (o: — v) J 



2x'^ + iCf/ — y^ = 9 (a: — y) 
L. a: = 0. 2, V> 
2/-=0. 1, I 

a. Man dividire die Gleichungen in einander, d. h. man 
eliminire x — y. Aus der entstehenden Gleichung 



X 



Ixy + 10y2 = o 



folgt 



X 



- = 2, 5. 

y 



Es ist also x == 2y und x = 5y in einer der Gleichungen zu 
setzen. Das liefert y und somit auch x, 

I). Man multiplicire die Gleichungen mit solchen Factoren a 
und ßy dass die Summe derselben durch x -^ y tbeilbar ist. In 
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diesem Falle muss sie erfüllt werden durch x — y = 0, d. b. 
durch X = y. Dies ist also in 

a {x^ — 2xy + Sy^) + ß (2x'^ + xy — y'^) 
= (3a + ^ß)[x-y) 

zu setzen. Das giebt 

2a + 2/3 = 0, « = — |3. 
Man wird also setzen können 

« = — 1 /3=l, 

d. h. man zieht die 1. Gleichung von der 2. ab und erhält 

x'^ + ^xy — 4y^ == 6 (a: — y) 

[x — y)[x + 4y) = 6 (a: — y) 

Also durch Zerlegung 

1. a: — y = 2. 07 + 4^ = 

Diese Gleichungen sind mit einer der gegebenen ^u.combiniren. 
Die Factoren a und ß lassen sich auch ohne Rechnung so- 
fort angeben; denn oh man erst mit a und ß muIlipHcirt und 
addirt und dann x = y setzt , oder ob man erst x = y setzt 
und dann mit a und ß multiplicirt, muss auf dasselbe hinaus- 
laufen. Man setzt also direct in den gegebenen Gleichungen 
X — y = oder x = y. Das giebt links 2y^ und 2y^ Dar- 
aus schliesst man 

2ay^ + 2ßy'^==0, a -f |3 = 

d. h. a = — 1 , ß = + 1 , oder a ^= + 1 und ß = — 1 , wie 
es gerade am bequemsten ist. 

Einen der beiden hier angegebenen Wege wird man auch 
zweckmässig bei den folgenden 5 Aufgaben einschlagen können. 

r2x''—xy + 6y''--=10{x + y)l 
Ix^ + 4.xy + 3y2 ^ 14 (^ + y)j 

L a: = 0, 5, If . 
y = 0, 3, H 



11ß {^oo^-^ooy = 9{x^2y)l 
l x^ — 3y^=6(x — 2y) J 
L. o: = 0, 3 y = 0, 1 

117. r2^'-y' = i4(x-yn 

L x'^ — 2y'^ = X — y J 
L. ic = 0, 3, 15 
y = 0, 2, —10 
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' li2x + y) (Sx + y) =2S {x + y)} 



119 



L. a: = 0, 3, || 

y = (h — 2, -3^^ 
Man führe dieMultiplicationen links aus und verfahre \^ie in 114. 

pa: — 3y) (Sx + 4.y) = 39 (x - 2t/)] 
' L(3a: + 2y) (4a: — 3y) = 99 {x — 2y)J 
L. a: = 0,'3, ^^f^ 

y = o, 1,- W 

Man ündet zunächst - = 3 und — 4?- 

y 21 



120. 



x^ + y^ . 



= a 

X — y 



L a;» -r ^/ " x + yJi 



L. o: = ^ (]f/6 - 3 + r + /36 - 1 — r) /.^^~ 
y =- i (j/6 - 3 +~r - /3'6 ^ 1 =^) /g^ 



r = /9 (6 — 1)'^ + 46 

Wenn o;^ + y^ gegeben ist, so gelangt man meistens am 
einfachsten zum Ziele,' wenn man zunächst noch xy sucht. Schreibt 
man die 2. Gleichung so: % 

(a;2 — xy + y'^) [x + y)^ =i b {x^ + ocy + y'^) [x — yf 

und setzt darin a;^ + y^ = «, so hßt man 

[a — xy) [a + 2xy) ~ h [a + xy) (a — 2xy), 

eine quadratische Gleichung für xy, welche 



xy 



7" 4(6 - 1)" ' 



liefert. Das ist mit der 1. Gleichung in der bekannten Weise zu 
combiniren. 



121. 



X 



y 



hx 
nx 



f}y 



x'^ + y 



2 



c_ 



L,x = ^{]/2a — r+ r + }/2a + b — r) j/ -^ 
y = ^ (j/2a~l^+~r — j/2a + b ^^ //^ 



für r = j/Sa'^ + b^ 
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Man wende auf die 1. Gleichung corr. Add. an, so ist diese 
Aufgabe der Form nach nicht von der vorigen verschieden. 

U^ + y^ = 2bxyJ 
L. o: = 4- {-/a — r+~7 + j/a + h -^r) 



] 



r = /2a2 + ^2 



123. 



^^ ■ y^_„2 



_ o:^ + a:y + y' = «6 



1- ^ = i (/(« ■+ b) b + if/(T~~3~6Jl) 

y = \ (/(« + &) ft — /(T— 3J») ö) 
^- ^ = i (/«l^-^«) + Va (6 + 3 «)) 

y = 1 (/« (6^^^; — /a (6 + 3ö)) 

Man findet hier zunächst xy = b"^ und — a^^ was mit der 
2. Gleichung zu combiniren ist. 

124 p' + y'=(2«'-6^)(^2 + y2n 

L x'^ + xy + y'^ = a[2a — b) J 



1. 



«/ 



= 4- (/^ — /4a — 36) /2« — b 



2, x = ^ j/2 a (a —~b) + ^ /2ö (« + b) 
y = ^ y2V(ar^^ — ^ /2 « («• + b) 
Man findet hier zunächst xy =r^ — 2a'^ + 3a6 — 6^ und 



«6. 



125. 



X ^^ y a *^ b 

x'^ + y^ = ö2^ö2J 



L. ic = ö , 6 , — 



126 



A 



x"^ — xy + y2 -_- 2a"| 
{x + y) /ir j^ =b J 



.^1+.^^ Ti + 7/1 + _±l!l_\ 

2{a+h)y ^ y ^ ^ a^ + bV 
n^ + h^ 



(}-f^+^) 



h, x = \ {/a + r + /i(7a — r) { /— 

y = i (/« + ^ ~ j/i (7a ~ r) ) '^ 
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r = j/Sa^ — b 



.] 



La:* — • x^y^ + y* = 2bJ 
L. ar = i (/öö + 3r + }/ä^~r) 
y = \ ij/ba + 3r — j/ö"^^) 

19« r ^* — ^y + y*=«^— «^ + ^^ 

^^^- U* — a:2y2 + y4 :=, «4 _ ^2 j2 + ^, 

L. a: = + ö, + 6, 4^ (/iT^^^^f'öy+'ift^ + //^) 
y = + 6, + a, -^ lyl^^"— 7 ab + 4P — ^^) 
~ a?* + y* rt^ + fts 

129. ^s-i^rp — ^1+^,3 

^x'^ + xy + y^ = «^ + «6 + ft*^_ 

L. 1. a: = + ö, + 6 

y = -f 6, + a 

2. a: = i (^2^^^^=^« 6 +2 P + ,y 2^M^ 

y = i {y2<r^-cTb + 2 b 2 -- ,y 2 «^^ +"«6T2P) j/^^^^ 
Man setze der Kürze und Uebersicht halber 

xy = V ab = ß 



Das giebt 



U^ — MV + »^ = 



a« — aß — p« 



(m — v) 



a — ß 

Diese Gleichungen sind nach 68. zu lösen , indem man u = a -j- z 
und V = ß — z setzt. Oder man dividirt die 2. Gleichung in 

die 1. und sucht — Dies ist um so leichter, da man vorher- 

V 

sieht, dass eine »Wurzel " = ^ sein muss. Man erhält 

V p 



u 

V 



U=^ Cly 



a — ß 



\ .3 (a + ß) ö 

Vz==:ß, ^- ^-^'— U. S. W. 

' a — p 

Würde die 2. gegebene Gleichung /So heissen: 

a:^ — a:y + y^ = ö^ — a6 + 6^ 

so liesse sich diese Aufgabe auf die vorige (128.) reduciren. Die 
Lösung würde dieselbe sein. 



* > 
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r x^ + y^ = n (x + y) 1 
• Ix' + y^ =2b(x + y)^} 



L. x:=^ (/4a — 3(3ft + r) + /3 6 + r) 
y = ^ (j/Aa — 3 (36 + r) — }/3V+ r) 
r = ]/2 {a — 2 bf +~p 
Dazu kommt nach a: = y = 0. 
x'^ + f/^ = a 

— a?^ -f- y^ 

iw r*" — a;y + y^ = «* — a6 + 6*1 
^'■*^- L a:2_y2 = «2_p J 

2a — 6 



131. 



Ol, 



L. o: = + a , 



3 



/3 



Man löse ganz wie in Nr. 37. Man findet zunächst 

xy 



oder 



= «6, 3 



X 

y 



a 2a — b 



b* a — 2b 
a^ + 6^ 0? — y a •{• b 

L. wie in 132. 

134. 0:2 — y2, 

^_+y 

X — y a;* -j-y* 



U. S. W. 



a 

c 



L. a: =^ ;-: — L ir- . y = 



a 



2^2ac — ö* ' ^ 2^2ac — a 

Hier kommt man am einfachsten zum Ziel, wenn man die 
Gleichungen in einander dividirt und dann corr. Add. anwendet 



+ .y^ ^ a? + y -,/ 2c — a y2ac — a' ' 

— y)* aa? — y r a a 



X 

(a? — y)ä 



w 



135. 



^ x'^ — y^ = 

o;' + ?/^ 

L a? — y 



a 



T K4ac — 3a«+a K4ac— 3a« — a 

2^4ac — 3a2 2/4ac— 3a* 

Bardey, Algebraische Gleichung-en. j^Q 
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L(^ + ur [^ — !/) = <^J 

L..=i(//| + »^),,=i(f-:-.»f":) 



L xy = b J 

Man setze eutweder ^ = — in der 1. Gleichung und suche 

x^; oder man erhebe die 2. Gleichung zur nten Potenz und 
suche in der bekannten Weise aus Summe und Product die 

Differenz x" — y^. — Noch einfacher setzt man x^ — y^ = z; 
dann hat man wegen der 1. Gleichung 

ic" = ^— , also x = y —^ 

n a — z ^/a - 



2 

Dies in der 2. Gleichung substituirt, liefert z = r u. s. w. 



138. 



a;* + »/* 
x^ + y^ 
_ xy = b .. 



r = /(a _ 6)2 + 462 

Wie 120. ff. xy gesucht wurde, wenn x'^ + y^ gegeben, 
so sucht man hier x^ + y'^, da xy = b gegeben ist. Man setzt 
also x"^ + y^ am besten gleich einer neuen Unbekannten 

(1) x'^ + y'^ == q und hat xy = b. 

Das gieltt zunächst 

(2) x^ + y* = q'^ — 2b\ 

Hebt man daher in der 1. Gleichung links durcfi x + y und 
snhstituirt aus (1) und (2), so geht dieselbe über in 
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q^ — bq — b'^ 

^ — = a, woraus 

q — b 

a + h + r 
^ = 2 

Dannjolgen aus (1) die Unbekannten selber. 

139. r^^' + ^') ^'^ + y) ^ « {^' + y^)] 






xy z=b 

+ 36 + r 



+ 



a + 36 + r 






a - 


- bb 


+ r 


2 


a - 


-hb 


+ r 



) 
) 



2 A" 2 

r = y{a — bf + 8"P 

140. r^* + y' = 2«(^' + y')] 

* L xy = b J 

L. a: = ^ (/a + 26 + r + /«"— 2ft + r) 
y = 4- ()/M^r+7 — /a — 2/^ +7) 



N 



r — yä'^ + 2b'^ 



141. 



_ icy ==26 _ 
L. x = ^ (j/a + 6b + r + }/a —3b + r) 
y = ^ {}/a + 5b + r — ]/a — Sb + f) 
r = /^'+ lÖ^ib + 562 



142. r •'^+^""'' 1 

Ist o; + y gegeben oder gefunden, so gelangt man meistens 

am einfachsten zur Lösung, wenn man zunächst x — y sucht. 

Der Uebersicht wegen fuhrt man x — y ^= z als neue Unbekannte 

ein, hat also 

Tic + y = öl 

Lx — y = zj 

d. h. 

a + z 



(1) 



a — z 



y = 



2 ^2 

Dies in der 2. Gleichung« substituirt, giebt 



10* 
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raitliin wegen (1) die Unbekannten, wie angegeben. 

[X -\' y = ö 1 

'^" U* + y* = a* + fc*J 

L x = ö. ft, i (« + ft + «■ ?/ 7^-' + lOaft + t<' 
y = ft, «. i (« + 6 — «Y7«-' + lOrtft + 76-^) 

145" r ''+^"'"1 



14G. 



l + l = i 



L. X = i (« + V\ r - b) [r - ^~b))) ^ ^ ^^2-+7i 



Hier wird man wohl am einfachsten xy suchen. Man findet 
^y __ j, (^ — 6). Dann liefert die 2. Gleichung x^ + y"^ 

a (r — bf U. 8. W. 

X + y = a + b 



147. 



I4-I — - + - 



L. X = a, b, ^— -^ 1 1 + 



y c= b, a. 






148. 






y = b, a, — 



6 (« + '>) 
a — b 

h{a + h) a{a-\- h) 



a — b 



a 



Man findet zunächst x — y = ± (« — *). ±^iix 
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149. 



X + y = a 



LS^^=8fc-+««^ + ^')J 



L. X 



y) 

a -\~h a — h a[a -{- b) 



a {a — h) 



2*2' 2b * 2b 

a — b a-\-b a (a — b) a {a -\-b) 

~2"' "~2~' 26 ' 2b 






150. 



Man findet zunächst x — y=+6,^+-r 

— — 

j.% — a?j/ + ?/' 1 7/ xy 



x — y=^h 



^ 2""' " 2 ' 2 \f ö« - Ä« ^y 

Man hat hier zunächst x '\' y =^ z zu bestimmen. Man 
findet für z die Gleichung 

^i!_+_^V — g' — ^' 



Hieraus durch corr. Add. 

(22 + fl« -j- 6&')(z» — «') _ z' — fl» 



, d. h. 



151. 



1. z2 — «2 = 
2: = + a 



X + y = a 



(ö« + 3Ö)2 fl« — 6« 

z2 ,pa« + 66» _ 



«2 — Ä« 



(a« +36«)* " 
z = ±by J_^^ U. S. W. 



152. 



" ^ y "^ ^_Jl+Ji_) r = A^-4^^ + 8 6' 
" aj« + iry + jy « 7 / vo 

X + y = 3 
L. a; = 2, 1. f (^1 -Vy—^ 
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153. 



I» + y » 121 ■" 



L. «==3. — 1, 1 + sy — ^^. 

154. ^' + ;/•"" 41 

_ a: + // = 4 J 
L. a; = 3, 1, 2 + | /— 5 

1, 3, 2 — ^/-"5 



155. 



L. .1; 



y^^2ll 
X 6 



L. X ^= .'J. — 2. ^ (//"^ + 1) 

y=2. -3. i(/;^-i) 



156. 



. fo;* — .ry + y* = 13 (a: — y}l 
'• L a:y=12 J 

L. a; = 4. — 3, 4/3 + 6 
y = 3. — 4. 4J/3— 6 

Wenn man die 2. Gleichung von der 1. subtrahirt, erhält man 

{x — yY = lS{x — y) — 12, 

d. h. eine quadratische Gleichung für x — y. Man flndet 

X — y = 1 und 12. 

Dann ist noch x •{■ y zu suchen. Indem man die 2. Gleichung 
mit 3 muUiplicirt und zur 1. addirt, hat man 

(x + yf = lZ(x — y)-\- 36, also 



1 r «^-y = i 1 

'■■ \_x + tJ=-¥ 7j 



157. 



+ y = ± 

■»' + ^.V + y' <r.-\- }/ 



, r x-y = 12j 
'■ Ix + y = 8 j/3j 



a' + ab +6« a +b 
_ x^ — xy -\- y'^ ■= a- — «6 + ft^_ 



L. ai= a, h. 



y = b, a, 



a* — ab + b^ 

i(a + b) 

a^ — ah -{- b . 



4 (« + 6) 



) 



'{ 



y «2 _ ab~^b^ 
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Aus der Combination von x'^ -{- xy + y^ "nd ic^ — xy +y^ 
ergiebt sich [x + y^, so dass'man für a: + y die Gleichung erhält 

(1) 2 {x + yf = 3(«'+^>+ J') (,: + y) _ (a^ - a6 + ft'-'). 

Da man aus den gegebenen Gleichungen sofort ersieht, dass 
x + y = a + h sein kann, so muss sich nach 1, 105. die 
Gleichung (1) auch so schreiben lassen: 

[^ +y - (« + ft)] [2 {x + y) _£l^^£^'] =0. d. h. 



2 



1 I IL o t ^* — ah -{- h 

\, x + y = a + b 2. x+y^ 2{a + b) 

ri9a:2 — 26a:y + 19y^ = 91 ] 

\-t. X Ö f £t i TT , -K- 

t/ = 2,3,i,| 

Man multiplicire die Gleichungen mit geeigneten FactortMj, 
dass bei ihrer Addition links [x 4- y)^ entsteht (s. 114. b.). Die 
Factoren sind — 15 und + 8. Das giebt, wenn man durch 
91 hebt, 

(a: + y)'^ = 8(a;,+ y) — lö, 

woraus sich a: + y = ^ und 3 ergiebt. — Man kann auch zu- 
nächst, unbekümmert um o: + «/ rechts, links a;^ + !/^unda:y 
bestimmen und daraus {x + y)'^ zusammensetzen. 

159. [a;2 + y2 = ^xy — 14 = 22a:y — 14 (a: + y)\ 
L. ic = 5 , 1,3, 1 

t/= 1, 5, 1, 3 
Man kommt hier zunächst auf 

{X -\)[y—\)= 0. 

Man hat also 

1. o: — 1 =0 2. y — 1 = 

mit einer der gegebenen Gleichungen zu combiniren. 

160. [ät^ + y2 = iOa:t/ — 5 (a: + y) = 5 (oTf/ — 1)] 
L. ir = 3, 1, 2, 1 

y=l, 3, 1, 2 

161. \x'^ + 2/^ = 4^2 _ ^^y + 4y2 _ 13 (;^ + 2/)] 
L, ic = 4 , 1 , 4 , 3 

y=l, 4, 3, 4 



152 •^* Gleichungen meist homogenen Charakters. 

Hier findet man für x + y eine quadratische Gleichung. 
Diese liefert a: + y = 5, 7. 



162. 



Jo^ + ^!/ + y^= / ~ 

X '^ — xy + y'^ = b [x — y). 

Dazu kommt noch x = y = 0, — Man suche links durch 
die Combination der Gleichungen [x — y^ herzustellen (s. 114. 
und 156.). Man multiplicirt die 2. Gleichung mit 3 und sub- 
trahirt die 1. Gleichung. Das giebt 

2[x- yf ^Sb(x — y) — \(x — y)\ d. h. 

\. x — y — 2. 2 [^ — y) = Zh — ^ [x — yy^ 

Die letzte Gleichung liefert x — y =^r — a, — Dann ist a; + y 

zu suchen in der beliannten und schon oft angewendeten Weise 

(s. 142.): . 

X + y^=^z 

X — y = r — a 



z + r — a z — (r — a) 

^ = — *-5 — y = — h — - 



Dies in der 2. Gleichung substituirt» liefert 

z^ -f- 3 (? a)-* = 4o (r — a) = ^-^-^ - 



3a 



= [r — a)y —3^— U. S. W. 



163 r(^ + y)'=«(^' + y')i 

' L xy:=^h[X'\-y) J 
L. o: = ^ (1 + r) (1 + /7) 



4 ^ • '' V- • ^ ' /# ^/^ 8^ 



= /x- 



Dazu kommt noch x = y = 0. — Man findet zunächst 
ic + y = und -^ (1 + r) 
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164. 



x' y -j- xy^ = a 

X^ ~ //3 t, J 



L. 



X 



y 






4|rt 



Man kubire die 1. Gleichung xy [x -{- y) ==• a. Das giebt 
mit Benutzung der gegebenen Gleichungen 

Diese Gleichung ist quadratisch für x^y^. Man findet 

(1) xy= } ^i7r(r~^3) 

Dies in der 2. Gleichung 



o:^ + y** = 



a; ^ // •■' 



substituirt und das Dreifache der 1. Gleichung addirt, liefert nach 
Ausziehung der Kubikwurzel 

(2) x + y = \ f 4a (r + 3) 

Jetzt ist noch x — y zu suchen, üra direct die oben angegebe- 
nen Formeln für die Unbekannten zu erhalten, hat man aus (1) 



4ta 



= r2— 9: 



und (2) mit Benutzung von 

coy _ o j/ b[r-S)~ _ 
(^;hyy~ r 4.a{r + S)^ — 

Hieraus durch corr. Addit. nach I, 18. 



r + 3 



also wegen (2) 

(3) 



x + y 



-y. 



r — 5 



X 



-y = i/^ä^4ö(r + 3j 



Aus der Combination von (2) und (3) folgen die angegebenen 
Formela für die Unbekannten. 



165. 



07^2/ + xy^ = a'^b + ab 



2 



a;' ~ y3 a" ' b^ J 
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Die imaginären Wurzeln, welche p^(a + b)^ liefern, sind nicht 
mitgerechnet. Im Ganzen müssen 12 Wurzelpaare kommen. Davon 
sind nur 4 reell. 

166. 



X * y Ä J 



L.a:= ,- (^1+// 3^^V; 



y 



fl + 4A + r 



4 (l - // 



A 



+ 2i 



3fl + 2ö 



Man suche zunächst xy. Man multiplicirt die beiden Glei- 
chungen mit einander, hebt durch x + y i'und eliminirt dann 
überall x* + y^ und a;* + y* durch 



*> I 






— 2a:y, 



was man aus der 2. Gleichung ßndet. Mittelst xy hat man dann 
auch X + y aus der 2. Gleichung. 

■ L xy = h [x + y) 1 



167. 



^ 2b + ya + 2b^ — ya — 2h^ 
y = 0, — -L -^— ^; 



Indem man das doppelte Quadrat der 2. Gleichung mit der 
1. Gleichung combinirt, erhält man 

(1) x^^y'' = {x + y) y^cT^Jb^ 

(2) x^ + y^ = {x + y)ya +26^ 
Die Gleichung (1) zerfälU in 

1. a: + 2/ = 2. x — y — /a — 26'^ 

Diese beiden Gleichungen sind nach einander mit der Glei- 
chung (2) zu combiniren. 

168. Kt^;=:!^tiJ 

Ix^ + y^ =^ b {x + y)lJ 



T. ^ a + y2{a^~^b)+y2b^ a^ 
L. a; = U, 2 

y = Q ^ + y^ (^' - ^r^ ]^ 26^^^' 
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169 



• L 2xy = b{a: + y) J 

L. x = 0, ^{b + y^T^ 2p + j/a — 3b'^) 
y = 0, i{b + j/a—2b^ — }/a — 36'^) 



170 



py + }/(! — a;-'') (1 — yäj = «' 
• L x'^ + y^ = b 

L. x = ^/(4- + l)(« + ö-l)+i/(^-l)(«-6 + l) 

2^ = * /(i- + l)(« + 6-l)-i/(|-l)(«-6+ 1) 

Man schaffe aus der 1. Gleichung die Wurzel fort, so findet 
man mit Benutzung der 2. Gleichung 



2a;y = 



«'+,* — 1 



a 



Dies mit der 2. Gleichung combinirt, hefert 

, , ,, aA + <7*+A — 1 , ^, ah — n''- — A + 1 

(« + y)- = — '. '— , [x — y)^ = J— U. S. VV. 



171. 



X 






X 



xy~~ = b (a;2 + y'^) 



Lj> t3? — 



1 + J^l -^ (« + 6)2 






Die Division der Gleichungen in einander liefert eine Gleichung 
für y. 

x^ + y^ = a 
172. 



X — y 



2x^ 



a 



l-x-\-y 6 J 



'• ^ = /y' 



173. 



o: = 10 . ^1 

y + 1 

__ ^ x — l 
^ 2 'a;+l 

L. o: = 5, 2 y = 3, I 
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174. 



= 2 -^i/ 



j; - y 
a^y+J. __ 3 
Lxy — 1 2 



L. a:= + 2, + ^ 



175 



y -> 
, 1 



L. * = 0. «. "-+* (l + /--3). ^-^ (l + /ITä) 



y = 0. i,. 4^ (1- /^^. ^ (- 1 + /-3) 

Durch Addition und Subtraction erhält man aus den gege- 
benen Gleichungen 

^^ + y^ = (« + b) {x^ — xy + y^) 

cc^ — y^ = {a — b) [x^ + xy + y^) 

Jede dieser Gleichungen lässt sich zerlegen in 2 andere. Das 

giebt im Ganzen 4 Paare von Gleichungen, welche zu lösen sind: 



La; 
La;- 



2 — a:y + y2 = 






y' = 01 2 r^ + 2/ = ^' + ^1. 

f/2 -_ qJ • L^ y _3 ^ ^J 

« -I- ö 1 ^Vx' — xy^- .^2 = 01 

.V^ = Oj L o; — .V = a — />'J 



176. 



x^^\ = ^-±^(x 



y^ — i = 



4c 
rt — h 



4c 



-y)'' 
(^-y)' 



L. o: = 



r -\- c 



= ^ac — 



Die Gleichungen sind zu addiren. Aus der sich ergebenden 
Gleichung folgt durcb corr. Add. nach I, 18. 

X Va — c -\- Yc r '\- c 

y Va— c — Yc 



Tn = '— U. S, \V. 



177 



2 + a:2 = a (o; + y)n 

h [x — y)2j 



p + a:2 = 
' l2^y' = 

KäHM + Via — 1 



Vj. X — 



y = 



y^ab -f- ö — b — r 

r = /(26~+ lf(2« — 1) 

^'^- L(a:~y)2 = 32/*^-llJ 
L. 0? = + 3. + 1 
y = ± 2, + 2 



K26 + 1 — ?^2^g — i 

J^4 ö i + « — Ä — r 
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Eliminirt man die Bekannten , so giebt das eine quadratische 
Gleichung für — . Man erhält — = — , — . — Auch xy kann 
man nach 37. a. zunächst suchen. Man erhält da sofort t/*^ = 4. 



179. 



^3 _ „3 _ _±f (^2 J^ ^y J^ y2j (^ ^ y) 

y3 _ ;j3 _ — ^' (^2 ^ ^y ^ ^2j (^ ^ yy 
j • (« -i- r) 71 (ö — c) 71 

L. a: = ^ — = — - — V = ^ 

r ^ r 

r = f/a^(a — 3b) + c^ (3a — b) 



180. K-'"^=7;i 



^y — y 



K2r+r ^~y2r+i* 



Aus der 1. Gleichung lässt sich - bestimmen; dann weiter 

y 

nach 1. oder 2. 

181. f-i = ^\+ .v) ^ y!l 



B. 



Gleichungen meist homogenen Charakters. 

Zweite Stufe. 



182 



■L 



'a;' — y'^ 






A^xy (x'^ + t/2) ==: ^J 

y = {{Vr~+'b 

Indem man in der 2. Gleichung xy nach rechts bringt und 
dann die Differenz der Quadrate der Gleichungen bildet, erhält 
man eine Gleichung für xy. Sie liefert 

8ir2y2 = — fl2 ^ ^ 
Dies zum Quadrate der 1. Gleichung addirt, giebt 

x^ + ^x'^y^ + y4 t= r 



158 
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Dies ist durch Addition und Subtraction mit der 2. Gleichung zu 
verbinden. .Dann erhält man 

(^ + y)* = r + b, also x +'y = f^f + b 

(x — y)* == r — b, also x — y = f/r — ft u. s. w. 

183. [^'-^' = «(^-7) 

x'^ — y^ = b J 

L x = ^ (^|(2r — 8a + b'^) + l/2r + 8« — P) 

y = \ (|/f]27"— 8a~+ 6^ — ^2r -f 8a — 6^) 

r = j/l6a'^— Uab'^ + 6* 

Indem man die 1. Gleichung durch x — y hebt, dann a:^ + y'^ 
jsolirt, findet man ähnlich wie in 182. hier zunächst 

'2a — 6« + r 



ar^y-^ 



6 



184 r ^' — y' = «^y 1 

L(a:2 + y2)2 ^ ft (^2 _ y2)J 

h.x = \ (}/4.b — a + r + yU + a — r) j/^±SLpJ^ 

y==^(y ib^=r^T~ r-yib^tr^ 

Aus der Multiplication der Gleichungen ergiebt sich 

(1) abxy=^ (x'^ + y^f; 
Aus der Division 

{a:^^y^)^ = ^xy(x^ + y^), d.h. 

(2) " ix'' + y^)'-4.x^y^ = ^xy{x^ + y^} 

Aus den Gleichungen (1) und (2) findet man a;^ + y^, wenn man 
xy eliminirt, und umgekehrt. Man erhält nämlich 

(r — a) y^a (r — a) 



a 

^ Vxy 



2xy = 



166 



185. 



jrä + y3 = ^— ^ 



+ ft 



B. GleichuDgen meist homogenen Charakters. 
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Man kubire die 1. GleichuDg, so erhält man mit Benutzung 
der 2. Gleichung 

woraus xy zu finden ist. 
X + y = — ^ 



186. 



^ x^ + y^ = b ^ 



y 



= i (/.-+¥;- /.-^T^) ^^tj- j 



r=j/9a^+^~ab 



Die Auflösung geschieht in ähnlicher Weise, wie bei der 
vorigen Aufgabe. Man findet zunächst 



xy^= y^ 



(r + 3«) 



u. s. w. 



187. 



^ + y = -TT 



3y8 

a 



^3 I ^.3 -_. 






. r = /9ö'-^ + 4«6 



1«ft r ^2/ (^ + y) = « 1 
°* lx^y'[x^ + y') = b\ 



h. X = 






y = 



« — J^2r — 3flg 



r = y2a^ + 2b 



Am einfachsten erhebt man x '\- y zur 4. Potenz. Nach 
1, 376. b. hat man 

[x '\- yY =^ x^ + y^ + ^xy [x + «/)'' — 2x'^y'^ 

Hierin sind die Werthe für a; + y uö^I ^c* + y* aus den gege- 
benen Gleichungen zu substituiren, so erhält man eine quadra- 
tische Gleichung für x^y^ und^ 



X 



y^f^ 



2' 



1(50 
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189. 



a 






_.x'^ + y^ = ft_ 

»=i('-/:;^:)f^'±?" 

Nach I, 876. hat man 



r:=/5ö2 -j.4fl/> 



(a; + y)^ ~ a;^ + y^ + 5 (« + 2/)^ a:y — 5 [x + y) x'^y- 

Hierin für a; + y und o:^ + y^ die Werthe ans den gegebenen 
Gleichungen gesetzt, kommt eine Gleichung für xy, oder besser, 
um die einfachsten oben angegebenen Formeln für die Unbe- 
kannten zu erhalten, für — , nämlich 

xy 



7 — ri« — ■; TT = ^ — 0« 



3 



(a?y)» 
1 ^/r + bä 



. r ^+^=^". 

\_x^ 4. yS = bxy^ 

yr + öa + V r — ^ 



KrH-5^ — ?^y — 3fl 
^ ~ 2 |/4(r + 5ß) 



_V r = /572 +'4:ab 



1Q1 r ix^y (a: + t/) == ö ] 



L. 0? = 



a--K2r^ 



a 



f 5« 



192 P* "*" ^^^ "^ ^^^^ "*" ^^^ + y* == «1 
La:* — x^y + a:^y^ — iry^ -f- y^ = &-! 



L. a: = 



yr — 2b + ?/2fl — r Kr — 26 — y^öT-^ 



2J/r — a^b 



y = 



2 |/r — fl 



r = /öa2_ 606 + 56 2 
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Durch Addition und Subtraction ergeben sich die Gleichungen 

xy [x'^ -{• y'^)=^\{a — h) 
Hieraus findet man 

a:2y2 _ LUL^Z^^ 2xy = yr — a — h, a:^ + y 2 _ — -——- 
Verfälirt man wie in 182., so erhält man 

. f-i/br + ba— IIb , -t/br— 11«+ öA 



X 

Die Gleichungen lassen sich auch so schreiben: 

= a 



jj5 yh 



x — y 

193 P^ "^ ^^^ "^ '^^^^ "^ ^^^ + y^ = «1 
Vx^ + ar^y^ + ic^y"* + x'^y^ -J- y^ = 6j 

yr^^li+y2a^ — r "Y v — 26 — ^2^^^ 

^* "^ ~ 2 ya(r — a*—b) * ^ ~ '~2f/^W^~^^^) 

r = }/5a^— ßa^b + bb^ 

Man kann die 1. Gleichung in die 2. dividiren und erhält 

die Aufgabe 192. wenn man dort — statt b setzt. 

Ix^ + y^z=b{x'' + y2)J 

Nach 114. b. kann man die Gleichungen mit solchen Factoren 
multipliciren, dass bei der Addition x^ + y^ sich als Factor fort- 
hebt. Man schreibt die Gleichungen zu dem Zwecke so: 

m R^^ "^ ^^^^ + 4:xy{x^ + y^) + 4:X^y^=a {x^ + y^U 
^L (x'^ + y'^)^ — 2x^y^ = b(x^ + y^) J 

Es ist also nur x^y'^ zu eliminiren. Das giebt 

3 {x^ + y^) + Axy = a + 2b 

Diese Gleichung ist mit einer der Gleichungen in (1) zu combi- 
niren und x^ + y^ und xy zu bestimmen. 

^^' L x^ + y^=::2b{x + y)^ J 

L. x = i (/4«-6 + 3r + j/Sb-r)\ 

y = ^(^ 4a-^+ Xr-^3^^7)r^^'^^ +' 

Bardey, Algebraische Gleichung-en. H 
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Man addire die beiden Gleichungen, so katiu man durch 
(x + yf heben und erhält x^ — ary + y^ = a + 26 



196 



r (x + y)^ = a [x^ — icy + y^) 1 
Ixy (x^ + y^) = b {x^ — xy + y^)J 



L. x = \{]/a + 3r+ /3a — 246 + r)) 

Hier kommt man zunächst auf ic^ — 4:xy + y^ = a — 96. 
— Setzt man in den für die Unbekannten gefundenen Formeln 



2 



86 = *^ —, so erhält man 

a 

„ [x* + y* = a(x + yfl 
^'"- lx' + y' = b{x+ yf} 

L.x = ^ (i/lOa — Üb + 5r + j/^b — r) 

y = i(/lO«- 



) 



198. 



— 146 + 5r — ^2ft — r 
/öa^— 12ab + 8b'^ 

y/ \c — y X -\- y' a 



^&-^l+.+ 



\f X — y ^ f X -^yj 



t^y2 



h. x = 



SaVb 
2 (2a ~r)' 



y 



K3flA (4r — 6a) 



2 



2 a — r) ^ 



Durch Division des Quadrates der 2. Gleichung in die 1. Glei- 
chung erhält man eine Gleichung, aus der man — finden kann. 

X 

Sie liefert ^ 



4r — 6a 



3a 



1 



iQQ \{^^-^+ l)(y^-y + l) = 3 
'''''• L {x+l){y+l^^ 

F.. a: = 2 , 1 . 1 + /— 2 
y = l, 2, 1 — /— "2 

Wenn man in der l. Gleichung x -{- y \xt\^ x*^ + y'^ durch 
xy mit Hülfe der 2. Gleichung ausdrückt, erhält man eine qua- 
dratische Gleichung für xy. 
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' L a: -f- y = 5 J 

L. a: = 3, 2, 4-(5 + /löö) 
y = 2, 3, i(5~/iÖ5) 

901 p^ + y = ö (a: — y)"] 

^'''- U + 2^2 = 2 (a;-y)J 

L. a: = 0, — 1 , 3, + 8 

y = 0, —1, 1, -4 

Die aus der Subtraction der Gleichungen entstehende Gleichung 
lässt sich zerlegen in 

l. X — y = 2. x + y — 1 = 3 

202. [x^ + y = X + y'^ = a] 

y— 2 ' 2 

203. [x^ + y = X + y"^ = a (x + y)] 

L. a: = 0, 2 a — 1 , — ' — 

y = 0, 2a — 1, 

204. [x^ + y = x + y^=Xixy] 
L. ar = 0, ^, |, :i- 

205. [x^ + y = x + y''=mx^ + y^)] 
L. a; = 0, |, |, ^ 

y = o, |, i, f 

206 r^' + ^''y' + 2/'=17-| 
' L o: + 0:2/ + ?/ = 5 J 

L. ar = 2, 1, 1 + j/-^^ 

y=l, 2, 1-/—^ 

Aus der Formel für den Kubus 

(a? + 2^)^ =^ 00'^ + y^ + Bary {x + y) 

folgt durch Elimination von a: + y und x^ + y^ mit Hülfe der 
gegebenen Gleichungen eine Gleichung für xy. Diese liefert 
a:y = 2 , 3. — Uebrigens ist diese Aufgabe nicht von der Auf- 



11 



« 



164 
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gäbe 199. verschieden. Diese Gleichungen lassen sich auf die 
dort angegebene Form bringen, und umgekehrt. 

L X — xy + y = 1 J 

Die 2. Gleichung lässt sich zerlegen in 

1. a:— 1 = 2. y— 1=0 

Diese Gleichungen sind einzeln mit der 1. Gleichung zu combiniren. 

208. \-'--'-' + -'=-y-\ 

L X — a»r + a=:l J 
h. X = y = 1 

209. [.-^ = y- ^ = a] 



210. 



ax = 



y 



bx^ -^ ex = 



_ y'+i 



{y ~ i)»J 



f n 1 fl^ + 1 -./4c— Ha 

L. ir = 0, r y = — 1, *-— r :=: t/ —z -— 

^ ar — 1 f«* — 46 

Man hat aus der 1. Gleichung 

ax + 1 
'^ ax — 1 

Dies ist in der 2. Gleichung zu substituiren, so kann man x be- 
stimmen. 

'^ + xy + y'^ = [a + h) [x + y) 



211 



■ [ 



X 
X 



= (a + b){x + y)l 
= (a — b) (x — y)j 



xy + y^= (a — b) (x — y). 

L. X = a — ^ ya 6 *^, y = b — j/a ^ b 

Aus der Division der Gleichungen in einander ergiebt sicii 
leicht das Yerbältniss der Unbekannten. 

V^ + V^ 



212. 



X — yxy -{- y = a +5 

h. x = a + y^, y = b + ynv^ 
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I3x^ + y^ = (a — b)a:} 

. =^ \ {y^ - Yb) (yä^ - yr^) 

Man multiplicire die 1. Gleichung mit x, die 2. mit y, so 
erhält man durch Addition und Subtraction 



[[x + yY = 2axyl 
{x— yf = 2bxy} 



Diese Gleichungen sind in einander zu dividiren, dann ist die 
Kubikwurzel zu ziehen u. s. w. 

^xYl + y yf = y^^-f/^+y^t 



I 



214. 



L. X = 



a *-- b 



y y^' + f/xy + f/y^i 
h 



Sondert man links Y^ und bringt die Nenner von rechts 
nach links, so erhält man 

[x + y) Yxy = a + b 
{x — y) yxy = a — b 



X 



Daraus lässt sich leicht — bestimmen. 

y 



215. 



a:* — x^y + x^y^ — ocy^ + y* ^^ ^4^ 
X* + x^y + x'^y^ + ^y^ + y^ = 



y 



T 7'/«+^ 7'/« 

L. x = y — ^, y=^ y ^ 



x — y J 



— h 



216. 



"41 2 •> I I ax — by 

X^ + X^y« + y * = ^2 _ y2 

xy[x- + y') = ,^2 _ y2 ^ 



L. a: = l^a y := yb 

Durch Addition und Subtraction der beiden Gleichungen 
kommt man leicht auf 

[^5 yh 
XV.5 _L -,5 



^ " — y" = a — /;1 
= a + b\ 



•x" + y 
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217. 



x^ + x'y^ + x'y* + x^y^ + y^ = ^^^^'^^ 
X* + x^y + x^y^ + xy^ + y* = 



a 

x^ —y 

h 



f — I 



x — y -J 






— />« 



26 



218. 



Man bringe die Nenner nach iinlis, so giebt das 

L «^ — y^ = 6 J ! 
Die 2. Gleichung in die 1. dividirt u. s. w. 

{x + y)(Vi + f^)+Vx''P = {a + b){i/x + Vy) 
{x-y)(yx-f^)+yx^y^=={a-b)(i^ — j/y) 

L. X = a — j/öH^^ y =ih — f/öH^ 

Man mulliplicire die 1, Gleichung mit f^x — p^, die 2. mit 

f/x + f/y. Löst man die Klammern auf, so übersieht man leicht, 
dass man erhält 

"|/^5 _.|/^= (a + b) (f^ - f/p) 

V^+ Vy^= (« - b) (V^ - fy\ 

Die Division dieser Gleichungen in einander liefert leicht den 
Quotienten 

y 



91Q r x^ + y^ = {a + b) (x — y) 

^' V[x + y){x'' + y'')[x' + y^) = a 



] 



h. x=f/ä. yv<^ -Vb y^Vb . yv<^ - Vb 



220. [("^ + ^ 



1 



Die Division der Gleichungen in einander führt leicht auf 
den Quotienten der Unbekannten. 

y? {x'' + y') + (x - y)3 (x^^ - y3) ^ 2a^- 

X + y = b 

L.a: = ^(b + l/2a — 6^) y = ^ (6 — /27^~P) 

Die imaginären Werthe von p'a'^ sind nicht mitgerechnet. — 
Aus der 1. Gleichung findet man x^ + y'^ = a. Das ist mit der 
2. Gleichung zu combiniren. 
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221. 






X xy -f* 1 



a 






Aus der 1. Gleichung folgt 
Dies ist in die 2. Gleichung einzusetzen. Dann findet man 

X 



y 



= r, also 



222. 



y 



Kfl + i 4/- K« + i * 

y a?y + ^a?y + 1 

Setzt man für — seinen Werth aus der 1. Gleichung in die 
2. Gleichung, so erhält man 



223. 



224. 



x^ 



,— *" = ö, also j/xy = r u. s. w. 
icy Vxy — 1 



^ y a? 

1 + a;'y^ 1 4- xy 

- -^ « • 

1 —xy^ 



{y^ (1 + x yY 1 



a?' 



Man erhält zunächst durch Elimination von —. für xy die 



Gleichung 



.-^ — 5^ = a, also xy = y — ^ u. s. w. 
1 — a?*y* ^ r a — 1 
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225. 






1^. X = — -—r l U 
u — 1 ' 



für 



U = // s ('i — 1) + 2 Vba* — 6a + b 
f^ 5 — « 



Man setze aus der 1. Gleichung für Yxy den Werth in die 
2. Gleichung. Das giebt 

X* + 10ar*y« + 5y* ~ ' 



a: 



(5 - «) , 



o: 



10(a — 1) — = 5a — 1 



y 



— == M , 7/ — = l/w u. s. w. 
y r y ^ 



226. 



1 + 1 = 1 

X y a 



— \ 



l/l —X + j/l - y=:h 



uz=i2a — h'^ + 2}/a'^ + b'^ — ah'^ 



Wenn man aus der 2. Gleichung die Wurzeln fortschafft und 
die 1. Gleichung benutzt, erhält man leicht quadratische Glei- 
chungen {vLV X + y und xy. Diese liefern 

X + y c= M, also xy = au. 

Daraus sind die Unbekannten selber hinzuschreiben. 

227 r/^ (1 — y) + /Wl - ^) = «■ 

• L a; + y = 5 



28 



x = ^{b + ar)) _ / gt + b^- 
y = i(b-ar)r—f^ a^ - 1 

Am einfachsten sucht man zunächst 

X — y = ar, oder 4a:y = _ ^ 

r a; + y = rt -| 

L,x = ^{a + br)\_ / 1 ;; ^~ 

t/ = 4.(« — 6r)' —f^ («-1)2+^,2 
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Man suche zunächst das Product 
Dies mit der 1. Gleichung combinirt, liefert x — y == r u. s. w. 



229. ["^3 - o: + i^^ + /3 - y + iy'' = 31 
L X + y = ^ J 

L. a: = 3, 1 y = 1, 3 

230. [j/d — 3x + x^ + /ö — 3 ?/~+V' = 2 (ir + y) = b] 
L. a; = 4, — 1 y = — 1,4 

231. r^"^^^ + ^^^'+^ = ^1 

* L X -{■ y =^ d J 

L. a; = 1 (c + r)3 — a) ,/ 47tf"+ ^ + ^) — ^"^ 

y = -|(c — r)3 — ft* "'"/'^ 3c 

Man suche zunächst die Differenz der' Kubikwurzeln , deren 
Summe gegeben ist. Zu dem Zwecke setzt man 

ya -}- X — yb -{- y = z ^ 
Dies mit der 1. Gleichung combinirt, liefert 

(1) ^;rrx = 4i ^/6+i; = iri£ 

Dies kubirt und addirt, giebt mit Benutzung der 2. Gleichung 
z = r. Dann folgen aus (1) die Unbekannten selber in der an- 
gegebenen Form. 

goo r x + y = a ] 

l{b + x)'^ + {c + yf = dl . ^ 

L. a: = ^ (ö — 6 + c + r)i _ ,/4< f ~ {a + b + ^^ 
y ^l [a + b — c — ry '^ '^' r 6(a + b + c) 

In der 2. Gleichung kommen b + x und c + y vor. Aus 
der 1. Gleichung hat man aber 

(1) [h + x) + [c + y) = a + b + c 

Man wird daher zunächst suchen 

- (2) {p + a:) — [c + y) = z 

Aus (1) und (2) folgt, wenn der Kürze wegen a + b + c = m 
gesetzt wird, 

(3) b + x = —^ c + e/ = — g— 

Dies ist in der 2. Gleichung zu substituiren , so erhält man z = r. 
Dann folgen aus (3) die Unbekannten selber. 
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233. 



x + y 

, = '-^± i^ (i - /^ -|±;) 

a. Wollte fiian direct eine der Unbekannten suchen, indem 
man die andere eliminirt, so ^ürde das eine Gleichung des 
4. Grades*) liefern, die» abgesehen von d^m Umständlichen einer 
solchen Elimination, unangenehmer zu lösen wäre, als die ge- 
gebenen Gleichungen selber. Man fuhrt daher einen geeigneten 
Ausdruck von x und y als neue Unbekannte ein, um diese zu- 
nächst zu bestimmen und mit ihrer Hülfe die ursprunglicheo 
Unbekannten x und y. Geeignet ist ein solcher Ausdruck dann, 
wenn sich vermittelst desselben einerseits alle in den Gleichungen 
vorkommenden andern Ausdrücke von x und y, und andrerseits 
die ursprünglichen Unbekannten x und y selbst leicht dai'stellen 
lassen. — Wegen der 1. Gleichung wären folgende Substitutionen 
die nächst Hegenden 

1. a? + y = ^ 

2. x'^ + y^ = z 

3. Ä = ,^ 

In jedem Falle erhält man für die neue Unbekannte z eine qua- 
dratische Gleichung und in jedem Falle lassen sich auch x und y 
selber leicht bestimmen, wenn z gefunden ist. Der Anfänger wird 
also nicht leicht fehlgreifen können. — Nimmt man Beispiels 
halber die 3. Substitution 

(1) ' - -?^=^. 

^ ' x+y 

so giebt diese, mit der 1. gegebenen Gleichung combinirt, 



*) 2a?* — 2 (2a + b) x^ + (2a^ + Sab + b^) x^ + ab {a — 3*) .r 
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(2) X + y = a + z 

(3) x^ + y^ = a{a + z) 

(4) ' 2xy = z (a + z) 

Hieraus sind jetzt die Ausdrücke x^ + y^ und x'^ + «/^*zu bilden, 
um die 2. Gleichung zu benutzen und z zu bestimmen. Man flndet 

a^' + y' = {a'-^z^){a + z)^ 

x^ + y^ = [a — ^ z) {a + z)^ 

Dies in die 2. Gleichung eingesetzt, liefert 

2a — z 

(5) z = '-^. 

Das r hat eigentlich beide Zeichen; hier ist nur das negative 

gesetzt, um die Identität mit den folgenden Formeln herzustellen. 

— Jetzt sind noch x und y durch z auszudrücken. Aus (2), (3) 

und (4) folgt 

X + y = a + z 

X — y = /(a + z) (a — z) 
Mithin hat man für die Unbekannten, ausgedruckt durch z, 

' = '-V (' + VW) 

Setzt man hierin für z den in (5) gefundenen Werth, so erhält 
man die oben für die Unbekannten angegebenen Formeln. 

Ganz ähnlich würde man bei den andern Substitutionen zu 
verfahren haben. Man hat erstens die neue Unbekannte zu 
suchen, indem man die ürsprüngliphen eliminirt, und zweitens 
die ursprünglichen Unbekannten durch die neue auszudrücken. 
Dabei können freilich schliesslich, jenachdem man diesen oder 
jenen Weg einschlägt, diesem oder jenen Ausdruck von x und y 
als neue Unbekannte einführt, die Lösungen in verschiedenen 
Formen erscheinen. Biese müssen jedoch alle identisch sein, 
wenn auch die Identität nicht immer auf der Hand liegt. Bei 
numerischen Gleichungen freilich kann von einer besondern Form 
der Lösung nicht die Rede sein. 

b. Ein allgemeinerer Weg, auf dem sich zugleich alle mög- 
lichen Darstellungen von x und y leicht ergeben, ist der folgende. 
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Man sucht durch Combination der beiden gegebenen Gleichungen 
auf eine neue Gleichung zu kommen von der Form 

(vgl. I, 406. c). Macht man gleichnamig und bringt auf Null, 
so ergiebt sich eine Gleichung von der Form 

(8) Ax^ + Bx^y + Cx^y^ + Bxy^ + Ay^ = 0, 

d. h. eine in Bezug auf x und y symmetrische, homogene Glei- 
chung des 4. Grades (s. \, 394. b.). Aus einer solchen Gleichung 
lässt sich das Verhältniss der Unbekannten leicht und auf dem- 
selben Wege bestimmen, auf dem oben in den Aufgaben f, 394. ff. 
X gefunden wurde. Man kann entweder 

(9) ^ + * = / 

setzen und dies zunächst bestimmen, oder auch 

(10) <-+ ^- = M. 

^y . \ 

In der Regel wird man wohl u schneller finden als t. Aus (9) 
hat man 

(11) ^ = i+i 

wird mithin setzen können 

(12) x = l{t + l) y = l(t—l). 

Die Gleichung (8) geht daher, wenn man die Glieder mit gleichen 
Coefficienten zusammenzieht, über in 

2A {t* + 6<2 + i) + 2B {l* — 1) + c (<2 _ 1)2 = 
(2A + 2B + C) l* +2 (ßA — qt^ + 2A^2B + C = 

Diese Gleichung liefert /, also wegen (11) auch — • Wie dann 

ff 

weiter zu verfahren ist, ist schon oft genug gezeigt. 

Will man nach (10) zunächst u suchen , so schreibt man (2) 
in dieser Weise 

A{x^ + y^)^ + Bxy{x^ + y^) + (C^2A)x^y^ = 

und erhält für u die Gleichung 

(13) Au^ + Bu + C—2A = 

Diese Gleichung giebt u. Dann folgt aus (10) nach I, 18. durch 
corr. Add. 
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(14) ' ^+1 = /ü+i 



2 

Auch in diesem Falle kommt man auf ^"^^ und dann auf -• — 

07 — y y , 

Bei den meisten Gleichungen wird man jedoch nicht erst die 
Gleichung (8) zu entwickeln haben, sondern kann die Grösse t 
oder u direct einsetzen. 

c. Für die hier oben in 233. gegebenen Gleichungen ist also 
zunächst die der Gleichung (7) entsprechende zu suchen. Man 
dividirt dieselben in einander und erhält 

^ "^ ^ x* + y^ ~ b 

Wegen (11) oder (12) ergiebt sich hieraus für t die Gleichung 

(/» + !) «' + 3) _ a 

[a — h) t^ + 2 (3ö — 2b) i^ + {a — 36) = 

lA<j t—y ^_j — y ^a'-2b+r 

für r^y^a'^ — Sab + b'^ 

(vgl. I, 394.). — Will man zunächst u nach (4) bestimmen, so 
ist der Ausdruck links in (16) so umzuformen, dass nur a:^ + y^ 
und xy vorkommen. Setzt man dann x^ -^ y^ z= xy - u, so 
hebt sich xy überall heraus. Hier hat man 

(aj^ + y«;*-« — 2a;2y2 b 

u {u — 1) a 

M« — 2 T 

u^ {b — a) — bu + 2a = 
/> -f" ** ^^ 



Also nach (10) 



^ — 2{b — a)^ b — r 



x"^ + .y * 6 -f- '' 2 /i 



2xy 4 (6 — fl) 6 — r 

Daher durch corr. Add. und Benutzung von (9) 



(^^) ^ — f 4a-364.r " ^ 2«"=: 



-f-r f 2« — 64"'' 
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d. In (17) und (18) sind 4 Formeln für i gefunden. Nach 
dem Correspondenzsalz (I, 283. d.) lassen sich aus zwei derselben 
auch die beiden andern ableiten , wie noch beliebig yiele andere. 
Hieran knüpft sich nun die Frage: Welche Bedeutung oder 
besondere Eigenschaft hat jede Formel für tt 

Die Formeln für 

t oder ^-i-^ 

x — y 

sind zwar gefunden aus der Gleichung (16); die folgenden Aus- 
einandersetzungen gelten jedoch ganz allgemein, als wenn i aus 
der allgemeinjsn Gleichung (7) abgeleitet wäre. 
Mit i kennt man das Verhältntss 

hat also in einer der gegebenen Gleichungen zu setzen 

(19) X = X(t + l) y = X[i—l) 

und X zu bestimmen, so sind damit auch x und y gefunden. 
Es sei die eine der gegebenen Gleichungen 

(20) x — y~c. 

Dann wird man für t diejenige Formel zu nehmen haben, die 
bei der Substitution von (19) für k einen möglichst einfachen 
Ausdruck ergiebt; denn so werden auch die Ausdrücke furo: und 
y möglichst einfach sein. Einfach nennt man aber den Ausdruck 
für X besonders dann, wenn er keine Wurzel im Nenner, also 
zunächst kein r im Nenner enthält. Aus (19) und (20) folgt 

2^ c=: c, A = -|-, also 

x = ^-[t+l) y = I (f - 1) 

Man hat daher, um das r im Nenner zu vermeiden, wenn die 
Gleichung (20) gegeben, d. h. wenn x — y bekannt ist, für/ 
die 1. Formel in (17) zu nehmen. 



(21) ' = /^ '"B^~- 

Dann wird für (20) 

Würde eine der gegebenen Gleichungen 

(22) X + y = c 
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# 

r 

sein, so hätte man aus demselben Grunde für t die 2. Formel 
in (17) zu wählen. 



(23) / = j/j;^ 



Sb — a 



2b + r* 

und würde erhalten 

Wenn eine der gegebenen Gleichungen 

(24) . . ^2 + y2^C 

wäre, so hätte man für i, um für A und somit auch für x und 
^ möglichst einfache Ausdrücke zu erhalten, die 2. Formel in 
(18) zu nehmen, 

(25) '=/lSlp. 

also zu setzen 

ir = A (/2<i + ft — r + /2rt — fr + r) 

2^ = ;L (^2a 4- 6 — r — ]K2 « — 6 + r) 
Dann würde aus (24) folgen 

so dass also A kein r enthält, und es würde sein 

.T = ^ (^2r/ + 6 — r + ^2« — 6'+7) ^^^ u. s. w. 

Ganz ebenso würde, wenn 
(26) xy =^ c 

eine der gegebenen Gleichungen wäre, für ^ die 1. Formel in (18), 

zu nehmen sein, um dieselbe Einfachheit für A und somit auch 
für X und y zu erzielen. 

Zur leichtern Orientirung und Uebersicht sollen die verschie- 
denen Formeln für t durch i mit einem Index bezeichnet werden: 

^x~y ^X'\-y ^x^+y^ ^xy 

Der angegebenen Bedeutung zu(olgc wird man daher zweckmässig 
als Bezeichnung setzen: 
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(28) t^_y = j/^I^Mf±l nach (20) und (21) 

(29) 'x + . =/^^^ .. (22) .. (23) 

(30) *^. + ,. = /|3|^ .. (24) .. (25) 

(31) 'x. = y^l'^ .. (26) .. (27) 

Die 1. Formel (28) für t = ^^ ist also desshalb mit 

i x — y bezeichnet worden, weil sie für die Gleichung x — y = c 

die Unbekannten x und y in Ausdrucken liefert, die kein r im 
Nenner enthalten u. s. w. 

Dass der Index sich nur auf die Form bezieht und nicht 
auf den Werth, ist nach dem Obigen von selbst einleuchtend. 
Alle tt sind dem Werthe nach einander gleich, also 

e. Ueber den Zusammenhang der ti unter einander lässtsich 
Folgendes bemerken. Es werde gesetzt: 

(32) ^x-y==]/jr, ^x + y = yi\ 

wo also wegen der Gleichungen (28) bis (31) ist: 

A ==z — 3a + 2b'+ r A^ = a — h 

B:=^Sb — a B^ = 3a — 2b + r 

^ ^ C = — Aa + bb + r C^ = 4a — 36 + r 

D = 2rt + 6 — r JD^z=2a — b + r 

Dann stellt sich der Zusammenhang der Formeln für / so dar: 

^x^ + y^ — f/ -D-. — yB.-A, 

'x — y y A^ y c^— D, 

1 — l/^ — 7./ ^ + ^ 

^x + y — y //j — y 6', + />, 

und allgemein 



(34) 
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(35) i ß^t + ß,a:„ + ßy* — f 2ßT;-+T,-c, 



-/■. 



(2^ + P.) Ä - (2p - p.) ^ 



(2p + P,).ff, -(2(J-ft)^, 

Die Beweise für die ersten 4 Formeln liegen auf der Hand. 
Die Bezeichnung in (35) ist dann richtig, wenn die Formel, für 
die Gleichung 

(36) ßx'- + ß,xy + ßy'' = c 

benutzt, für X kein r im Nenner giebt. Man hat nach (35) zu 
setzen 

y = ^ (}/2ßD + ß^C — y^ßD, + ß,C,) 
Hieraus folgt 

;r2 + t/2 = A2 [4./S [D + D,) + 2ß, [C + C,)] 
xy = A^ [2/5 [D — D,) + ß, [C - Cj], 
mithin wegen (36) 

c = X^[A.ß'^[D + D,)+2ßß,[C + D + C,^l),)+ß,^[C—C,)\ 

Nun enthalten, wie aus (33) folgt, die Aggregate 

7> + D, C + D C^ — i>i C — C, 

kein r, es kann also auch X^ kein r enthalten. Damit ist die 
Richtigkeit der Bezeichnung in (35) bewiesen. Dass aber die 
Formeln in (34) und (35) alle von gleichem Werthe sind, folgt 
sofort nach dem Correspondenzsatz (I, 283. d.). 

Für die oben angegebene Gleichung (16) findet man daher 
ach den gemachten Erörterungen; besonders nach (35) mit Be- 
nutzung von (28) bis (33) Beispiels halber auch noch folgende 
Formeln : 



m\ i _7/ 2/> + g —7/3^ 



— A 



=/, 



76 



8a — 6ö + 3r 

(38) i^t^^yj^yt =y2nr^~c, ==^ y ~sir^=^~i 



=/ 



Sa — Sb — Sr 



h + r 
Bardey, Alg'ebraische Gleiclii|D^en. 1^ 
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=/ 



5a — 6 — 2r 



_ -,/ ^O + äC _ -,/ lB-Ä 



=v-- 



4« + 196 — r 



20a — 136 + 7r 

Man kann sich leicht überzeugen, dass diese Formeln für /, 
wenn man sie Tür die Gleichungen 

x'^ + xy + y^ =^ c 

x'^ — itt/ + y* = c u. s. w. 

benutzt, ein X liefern, welches kein r enthält. 

Alles, was hier über die Herleitung der verschiedeneni ti 
aus einander gesagt und für specielle ^älle ausgeführt ist, hat 
zur Voraussetzung, dass r in t^___y und in /^ 1 y, wie in den 

Nennern von i^y und ^a?« + y* gleiches Zeichen hat; entgegen- 
gesetzten Falls muss überall statt der Addition eine Subtraction 
und statt der Subtraction eine Addition eintreten. 

Für die Formeln (28) bis (31), (37) und (38) ist noch zu 
bemerken» dass 

tx — y ^^^^ ^ *™ Nenner enthält, 
^x + y ^^^^ ^ ™ Zähler, 
t^y im Zähler + r, im Nenner ebenfalls + r, 
^a;* + y« ™ Zähler + r, im Nenner + r, 
^x^ + xy + y^ im Zähler + r, im Nenner + 3r, 
^a?« — a;y + y* ™ Nenner + r, im Zähler + 3r 

u. 8. w. 

Dass statt r auch ein Vielfaches von r stehen kann, ist 
natürlich ; doch das Verhältniss der Coefficienten und Zeichen von 
r für die Zahler und Nenner der verschiedenen hier angegebenen 
it bleibt dasselbe. 

f. Eine zweite Frage, die uns hier entgegentritt, ist die, 
wie man eine der angegebenen Formeln für t direct 
findet, wenn man gerade nur diese eine gebrauchen will; 
welchen Ausdruck von x und y muss man zu diesem 
Zwecke zunächst suchen? 
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^ Um iß^i j. Ä ary + ßy^ direct zu erhalten, hat man zunächst 
zu suchen und als neue Unbekannte einzuführen 

kcx^ + (x^xy -\- cty^ 

ßx^ + ß,xy + ßy^ — ''' 

WO der Nenner gleich dem Index von t ist, der Zähler ein be- 
liebiger homogener, symmetrischer Ausdruck des 2. Grades von 
X und y. Am einfachsten wird^man daher zunächst 

'^^ oder ^' + ^- 



ßx^ + ß,xy + (3y * " ' ßx^ + ß,xy + y^ 

suchen. — Der Kürze wegen mag dies für t^% i ^^y -l ys durch- 
geführt werden. Es wird sich dann direct die Formel (37) er- 
geben. Man hat also zu setzen 

(39) — x^JT-. = « 

x^ + xy-\-y^ 

Um dies zu substituiren , schreibt man die Gleichung (16) so: 

(a?' -f ary + y' — xy) {x^ + a?y + y^ — 2a?y) . a^ 

(x^ + xy + y*)* — 2a7y (a;* -f- xy + ?/*) — a?*y* 6 

Mitbin hat man für u 

(1 — m) (1 — 2m) a 

1 — 2?z — 2m« // 

{a + 26) 1/2 + (2a — 36) w = a — 6 

— 2a + 36 + ^(2fl — 36)« + 4(a — 6) (a + 26) — 2a + 36± r 

" 2(a + 26) 2(a + 26) ' 

, , xy — 2fl + 36 + r 

• a?« +a:y + .y«~ 2(a+26) 

Hieraus durch corr. Add. 

f = ^ + y -— 7/ - 76 + r 

Ä? — y f 8a — 56 + 3r' 

welches eben die oben auf anderem Wege abgeleitete Formel 
(37) ist. 

g. Was nun die Auflösung der gegebenen Gleichungen 233. 
betriffl, deren Combination auf die den obigen Erörterungen zum 
Grunde gelegte Gleichung (16) führt, so wird man zur Darstel- 
lung der Unbekannten x und y wegen der 1. Gleichung am 
besten /^2 j. ,.2 anwenden. Es ist nach (30) 

_ j/ ^a + 6 - r 

also zu setzen 

12* 
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(40) 



x = X{]/2a + b — r + }/2a — b + r) 
y =1 {j/2a + b-^ — j/2a — b + r) 
Dies in der 1. Gleichung substituirt, giebt 

A . 2 . 4a = a • 2 /2a "+ b ^r 



k = \l/2a + b —r 
Daher aus (40) 

x = \ {j/2 a + b — r + j/2ä~— b +~r) j/2a + b ^^ 
tj =\ (j/2^+ b ^^^r — j/2ä~'^b~+~r) }/2a + b — r 

Zieht man j/2 a + b — r aus der Klammer heraus, so erhält 
man die oben angegebene Form der Lösung. 

Auf diese Weise kann man sich für t immer leicht die 
Formel aussuchen und bilden, welche der Form der gegebenen 
Gleichungen am angemessensten ist und welche daher die ein- 
fachsten Ausdrücke für x und y liefert. 

Die folgenden Aufgaben bis 246. führen auf denselben Quo- 
tienten oder dieselbe Gleichung (16), höchstens stehen rechts 
andere Constanle. Die it müssen sonach dieselben bleiben oder 
sich doch leicht aus den hier gegebenen .entwickeln lassen. Man 
wird daher nur die geeignete Formel für t zu wählen oder zu 
bilden haben, um das Resultat in der einfachsten Form hin- 
schreiben zu können. — Es sollte damit nur gezeigt werden, wie 
viele Gleichungen sich an eine solche Gleichung, wie sie in (16) 
gegeben ist, knüpfen und aus derselben abgeleitet werden kön- 
nen, welche alle, so verschiedene Resultate sie auch sonst liefern, 
doch im Wesentlichen auf dieselbe Weise gelöst, ja^ deren Lö- 
sungen sogar aus einander abgeleitet werden können. Dass man 
die Zahl derselben leicht hätte vermehren können, liegte auf 
der Hand. 

934 r x^ + y'' = a ] 

La:* + y^ =2b [x^ — xy + yV 

L. x = ^ ij/a^+b —7 -+- }/ä'— b +"r) 
y = ^ (}/a '+ b — r — j/a — b +~r) 
r = /2^2 — 4.ab +T^ 

Die Division der Gleichungen in einander liefert die Gleichung 
(16) in 233., nur ist dort 2 b statt b zu setzen. Wegen der 
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1'. Gleichung wird man t^2^yt, d. h. (30) zu benutzen haben, 
um für X und y die einfachsten Formeln zu erhalten, also 

/ = l/^+i-^'*, r = j/2ä^—4:ab + b^ 

Dass sonst die Lösung der Aufgabe am einfachsten nach 120. 
zu beschaffen ist, übersieht man sofort. Hier sollte nur gezeigt 
werden , dass man das Resultat immer sofort in seiner einfachsten 
Form hinschreiben kann, wenn man einmal die Formeln für t 
aus einer Gleichung des 4. Grades 233. (16) entwickelt hat, auf 
welche die Gombination der gegebenen Gleichungen fuhrt, und 
die richtige Formel für t auswählt. 



'>^^ r ^' + y^ = « (^ + y) 1 



L.. = i(/4«^36- -37 +/. +_r)| ^^ ,, 234. 

y = \ {y^a — 3ft — 3r-— /ft + r)} 
Dazu kommt noch 

a: = 0, j/i yz=zO, -^/b 

Die 1. Gleichung lässt sich zerlegen in 

1. o; + y ^= 2, x^ — xy + y'^= a 

Die Division der Gleichungen in einander führt auf den Quotieli- 
ten 233. (16), nur ist dort 2 b statt b zu setzen. Wegen 
ic- — xy + y^ = a hat man /^2__^y i ^2 zu benutzen. — 

Ohne Benutzung von 233. hat man die Gleichungen 1. und 2. 
einzeln mit der 2. Gleichung zu combiniren, also diesen ent- 
sprechend zunächst x — y für 1. und für 2. x^ + y^ und xy 
zu suchen. 

236 n^^ "*" ^^^ ^^^ — ^y + y'^) = «1 

' L x^ + y^=^b J 

, Y'-la + b — r + ^2« — 6 + 1 

2 1/4« — 6 + r f / 

y2a + b — r'-y2a — b + r^ ^ 

^ ~ 2 y^—b + r 

Auch diese Gleichungen liefern combinirt den Quotienten in 
233. (16). — Hrer ist für die Darstellung der Unbekannten 
^a?« + y2 benutzt. Man hätte ebenso gut t^i ^^yiyz wählen 



Ig2 B* Gleichnng^en meist homogenen Charakters. 

können. Die Formeln für x und y wären nicht complicirter ge- 
worden. Man hätte erhalten 

a; = ^ ^^ — ^-- u. s. w. 

Man kann die Unbekannten auch noch in folgender Form 
darstellen : 

Um diese Formeln zu erhalten, muss man auch für t noch 
eine andere Formel anwenden als die in 233. entwickelten. Dort 
erschien t überall als eine Quadratwurzel. Es lässt sich / aber 
auch als eine Wurzel des 4. Grades darstellen, deren Radicand 
nicht complicirter ist als bei den Quadratwurzeln. 

Man erhält diese Formel für t am einfachsten dadurch, dass 
man die Formeln für /, welche quadratischen Factoren des 
Zählers oder Nenners von dem Quotienten der linken Seite der 
Gleichung 233. (7), in den obigen Beispielen 233. (16), auf 
welche die Combination der gegebenen Gleichungen führt, mil 
einander multipUcirt und aus dem Product die Quadratwurzel zieht. 

Hier ist also t zu bestimmen aus 
(2) i^^ + y^nf^^.y + y^) _ «^ ^. 333, (jg^ 

Die quadratischen Factoren des Zählers links sind 

x^ + y^ und a:^ — xy + y"^ 
Nach 233. (30) und 233. (38) ist aus (2) 



(3) ^ x^ + y^ — y ^^ZZYj-' ^x^-xy + y^ = y — 



— 36 — 3r 



b + r 

(4) für r = }/Sa'^ — Sab + 6^ 

Aus der Multiplication dieser Formeln für t ergiebt sich die ge- 
suchte Formel für /, welche der Kürze halber mit t^ bezeichnet 
werden soll, . 

(P,\ f _ -f/{2a + b-r){%a- 36"^= 17) 

Wegen (4) ist nämlich 

(6) [2a + b — r) (8a — 3ft — 3r) = 2a (20a— 11h — Ir] 

(7) (2a — 6 + r) (& + r) = 2a (4a — 3& + r) 
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Daher wird 

(^^ ^^=^y 4.a-U+r 

Andere Formeln für t in dieser Gestalt, als Wurzel des 
4. Grades mit einem so einfachen Radicanden, giebt es nicht. 
— Bei dieser Formel für t ist zu bemerken, dass dasProduct 
aus dem Zähler und Nenner des Radicanden stets ein vollstän- 
diges Quadrat sein muss, hier 

(9) (20a — llö — 7r) (4a — 36 + r) = (— 4a + 56 + rf 

Da nach (3j 

^a + b — r 8fl~ 36 — 3r 

2« — ö + r 6 + r 

ist, so folgt aus der Multiplication von (6) und (7) 

(2Qa~ lU-7r) (4a - 36 + r]= [^^ + '-/J ^^ + ^^ J 

= (— 4a +.56 + r)2 

Will man daher mit Hülfe der Formel (8) die Unbekannten 
X und y entwickeln, so hat man in der 1. gegebenen Gleichung 
zu setzen 

x = l {YlÖa — i\b~-^^r + y^a — Sb + r) 

y =1 li/lOa — 116 — 7r — f^^a — 36 + r) 

und mit Zuziehung von (9) das X zu bestimmen. Man erhält 

Dann ergeben sich aus (10) die oben in (1) für x und y ange- 
gebenen Formeln. — Man würde dieselben direct erhalten, 
wenn man 

X = / u + yv ^ 

y =v^ — y~v_ 

setzte und zunächst u und v bestimmte. Der oben angegebene 
Weg ist der kürzere, wenn die Formeln für die tt schon ge- 
funden oder anderweitig bestimmt sind. Es sollte überhaupt nur 
gezeigt werden, dass man auf dem in 233. b. ff. angegebenen 
Wege leicht zu allen möglichen Formeln für x und y gelangen 
kann. Für die Berechnung sind die zuerst angegebenen Formeln 
der Lösung die einfachsten, insonderheit wenn auch die imagi- 
nären Wurzeln mit gefunden werden sollen. Für die Darstellung 
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der UnbekaniUeii durch die Wurzeln des 4. Grades ist zu beach- 
ten, dass stets sein inuss 



(11) j/(20a — 11h — 7r) (An — 36 + ;) = — 4a + 56 + r 

Es dürfen also die beiden Wurzeln des 4. Grades nicht alle soDst 
für Wurzeln des 4. Grades zulässigen Zeichen und Deutungen 
erhalten. Man würde sonst aus der Combination aller 4 Wertbe 
der einen Wurzel nüt den 4 Werthen der andern Wurzel im 
(>anzen 16 Werthe für x und y erhalten, und wegen der Doppel- 
deutigkeit von r sogar 32. Von diesen ist jedoch wegen der 
Bedingung (11) nur die Hälfte zulässig. Es giebt nur 16 Wurzel- 
paare. Durch Elimination von y erhält man für x eine Gleichung 
des 16. Grades, nämlich 

4a: ^« — Sbx^^ + (12a'^ — Ißab + 96-) x^ 
— {12a^ — ieab + 56^) 6a;* + (0 — 6)^=^=0 

Die Auflösung dieser Gleichung ergiebt sich leicht nach I, 365. 
Man hat 

4 (x^ — bxY + (12a2_ I6a6 + 56^) [x^ — bx^] 

+ (a — 6)4 = 
Setzt man daher der Kürze halber 

— (12a^ — 16a6 + 56^) + (4a — 36) r -^^ 2R, 
so ergiebt sich 

X = VW+TW^+n y = i/\b — I K6"M^ 

Man erhält diese Formeln direct, wenn man wegen der 

2. Gleichung 

o;* + y* = 6 
setzt 

X^ — y* = z 

und zunächst z bestimmt, so dass man hat 

L [x + y ) jx' + y' ) = bj _ 

j y2a + 6 — r + ^2« — 6 + r 

' ^'^ 2 ^jj/(4ß — 6 + r)^a + b-r) * 

V2^ '+b ^^r — Y2a — 6^+7- 

y = TTö—^ ^— 



2 y (4a — 6 + r)2 (2fl + 6 — r; 
für r = j/Sa' — Sab -^'(/^ 
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Auch in dieser Aufgabe hat / denselben Werth wie in 233. 
Man benutzt am besten ^^2-1.2^2. Mit Benutzung von t^ in 236. 

(8) erhält man 

f/20ä ~ llT- 77 + i/4fl — 3b + r 



u. s. w. 



2 yi6(20fl— 116 — 7r) 

Im Ganzen liefert die Aufgabe 20 Paare von Wurzeln. Die 
Elimination der einen Unbekannten muss für die andere eine 
Gleichung des 20. Grades ergeben. 

"x^ + y^ := a 
238. . 4 x^ + y^ 

j y^a—Sb- 3r + KHhr ?^4a ■^b'^Sr — 1/ 1 + r 

^yia~^3b~'^^ 2fi^^Zb~-^^^Ji^ 

fyr r = /2a2 — 4aft + 6^ 

Hier ist t^%_^yiyz benutzt. — Die Formeln für i in 

233. gelten auch hier, nur ist dort 2h statt b zu setzen. 

239 r^^^ "'' ^^^ ^^^ "" ^^ "^ ^^^ ^ ^'^^1 
* L a;'* + «/* = fticy J 

h.x = 4-(/3ö — 26-^ + /6^^)| 

y = ^/3a — 26 — r — /ftT 



r=/8a2_8a6 + 6*^ 



a^ 



Um zu wissen, welche Formel für t hier die geeignetste ist, 
combinire man die Gleichungen nach 114. so, dass die linke 
Seite durch xy theilbar wird, hier .einfach durch Subtraction. 
Man erhält [x — y)^ t=s b — a, hat also diese Gleichung mit 
einer der gegebenen zu combiniren oder tx — y anzuwenden. 

' L [x + y) [x^ + y^) = bxy J 



L. X 



y = 



ySa — 2b — r + Vb — a 
2|/3fl — 26 — r 

y3a — 2b — r — yb — a 



r=:}/Sa'^ — 8ab + b'^ 



2^3« — 26 — r 

L a;4 + y4 = 26(a: — t/)2 J 

L. ic = 4^ {y — 2a + 56 + r + /2 « — SlT+^T) 
t/ = I (/— 2« + 5 6-h^ — /2a — 36 + r) 
r = /2a2 — 4a6 ^~b~^ 
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Durch Subtraction erhält man xy = 2b — a. Dies ist zu 
combiniren mit einer der beiden Gleichungen und zunächst a:^ + y^ 
zu suchen, oder es isl 1^^ zu benutzen. 

oAo [i^' + y') (^' -^y + y^) = a{^ + yn 

L x^ + y* = 26(a; + y)2 J 

L. x = ^ {j/lOa— 116—77 + y^ 2a + 5b + r) 

y = ^ ij/lOa— 116 — 7> — /—2a + 6b + r) 
r wie in 241. 

Combinirt man nach 114. die Gleichungen so, dass auch die 
linke Seile durch [x + y)^ theilbar wird, so erhält man 

2x^ — Sxy + 2y^ = 66 — a 

Es ist also das entsprechende t zu benutzen, oder man muss 
zunächst x"^ + y^ und xy bestimmen. • 

J-^ = 2«'^ — ab 

^ + y 

4i^ = 2a2— 62 

L. 1. x = -^ (4« — 36 + y^ab — 36^) 
y = y (4a — 36 — /4aft — 36^) 

2.x = Hl^ (a + 6 + /^2^=^ft«) 

Für diese Annahme der Bekannten wird r rational; es ist 
daher einerlei, welche Formel für t man wählt, man erhält immer 



243. 



, = /--*., = /«± 



'MA \ x^ + y^= (2«* - ab) [x + y)l 
U* + y* = (2«2 — 62) («2 + y2jj 

L. 1. a: = 0, + /2a2 — 62 
y = 0, + /2a2 —62 

2. a;=^(/4a — 36 + /ö) ^2a — 6. (^« + 6 + fa — b) j/^ 
y = i 0/4« — 36 — >/ 6) ^2T^6; (^Hh* — J^« — fr) J^ 
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y4:a—Sb + Vh y^+h + V^^h 



L. a: = 



y — 



y^a — u — K^ jK<z4-6 — y^—b 



246. 



a;g+yg fl» + ^>« 

aJ + y fl + 6 

L. 1 . X = a, b 

y = b,a 






~ Man findet zunächst 

t= + 






« —3«ö + 262 



ab 



Man kann sieb die Auflösung dadurch erleichtern, dass man 
für a^ + b'^ und «6 besondere Grössen, etwa A und B setzt 
^s. 129). Dann wird 

r = A- — 4.AB + 2B'^ 



■ = /4^2. / 



2A —SB 



B 



Bei den folgenden Aufgaben hat man zunächst aus der Com- 
bination der gegebenen Gleichungen immer eine Gleichung zu 
suchen von der Form 233. (7j. Aus dieser ist dann t zu be- 
stimmen, d. h. ^^y und somit auch — Dann hat die Auf- 

x—y y 

lösung weiter keine Schwierigkeit. Welche Formel für t jedesmal 
anzuwenden ist, um für x und y möglichst einfache Ausdrücke 
zu erhalten, hängt von der Art der gegebenen Gleichungen ab. 

247, xy {x + y)^ = a 

L. a? = T7 — -^ -, y c=3 — : , für r = ya^ — 86 
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Durch Division der 2. Gleichung in das Quadrat der 1. Glei- 
chung kommt 

Hieraus ergiebt sich als einfachste Formel 



= /'v 



248. 



X 



y* = 



a 



X 



y'^ 



(x -f yY 
h 



249. 



xy 

Ij. X «1 sz^zz-—. r 

2 ya(,a^ %b) 

x^ + y'' =^ — 
^ ^ xy 



— > y = 



2 ^f/aia-'Sb) 



L. a: = 4- (a + ^'a* — 8^), i/ = i (a — //«•* — 86) 

Diese Aufgabe ist am leichtesten nach 142. zu lösen ; man 
kommt aber auch nach 233. leicht zum Ziele. 

250. r i^ + y)^~^^^~y^ 1 

Ix^y — xy^ z=b {x + y)j 
L.x = ^ (/2ä + /^^="r) )/''- 



y = i (j/2a -]/a-r) ^-"g- 



M r = ^ö2 — 16«6 



Durcb Division der gegebenen Gleichungen in einander 
erhält man 

{x + yY_ ___ a 

b 



(1) 



ocy {x — y)* 

Hieraus findet man als einfachste Formel für / 

r a — r 

Diese ist zu benutzen. 

Hier lässt sich t durch a und r allein darstellen. Dies a 
ist ein Factor von r^. Lässt sich r^ in zwei rationale Factoren 
zerlegen, so lässt sich t immer durch r und den einen dieser 
Factoren, ohne den andern,, darstellen (vgl. I, 406. c). Diese 
Darstellung wird jedoch nur dann besonders einfach, wenn a 
oder b ein Factor von r^ ist. Dies ist der Fall, wenn in der 
homogenen symmetrischen Gleichung des 4. Grades [233. (7)], 
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aus der man ^ zu entwickeln hat, der Zähler oder Nenner links 
ein Quadrat ist. Hier ist in (1) der »Zähler links ein Quadrat 
(^ + vY- Diesem Zähler links entspricht rechts a. Daher muss 
r^ den Factor a enthalten. Wäre der Nenner links ein Quadrat, 
so mösste r^ den Factor b enthalten. — Der andere Factor von 
r^ ist im vorliegenden Falle a — 166. Man muss daher schlies- 
sen, dass in (1) der entsprechende Ausdruck links ebenfalls ein 
Quadrat ist. Man hat wirklich 

[x + yY — l^xy {x — yf = (x^ — 6xy + y2j2 

Daraus kann man weiter noch auf folgende Sätze schliessen, 
wenn man allgemein setzt: 

mx^ + nx^y + px'^y'^ + nxy^ + my^ = A 

m^x^ + n^x^y + Pi^c^y^ + n^xy^ + m^y^ =. B 

1. Ist ^ ein Quadrat, so giebt es stets zwei rationale Facto- 
ren oc und /S, aber auch nur zwei solche, durch welche ecA + ßB 
ebenfalls ein Quadrat wird. 

2. Ist weder A noch B ein Quadrat, und sind a und ß zwei 
rationale Zahlen, dass aA + ßB ein Quadrat wird, so muss es 
stets noch zwei andere rationale Zahlen a^ und ß^ geben, dass 
cc^A + ßiB ebenfalls ein Quadrat wird. 

3. Ob die Herstellung solcher Quadrate aus A und B ver- 
mittelst rationaler Factoren möglich ist, ersieht man, wenn man 
t entwickelt aus 

Ist dann 

r2=(c.a + ßb) {a,a + ß^b), 

so muss auch 

aA + ßB sowohl, als cc^A + ß^B 

ein Quadrat sein. Diese Darstellung von Quadraten wird also 
nur auf eine rationale, irrationale oder imaginäre Weise möglich 
sein, jenachdem die Factoren von r^ rational, irrational oder 
imaginär sind , jedesmal aber immer auf eine doppelte Weise, da 
r^ immer zwei Factoren enthält (vgl. I, 406. c). 

Wie man direct zu den Ausdrucken gelangt, welche nur r 
und den einen Factor von r^ enthalten, ersieht man leicht aus 
I, 406. d. Ist demnach in einer Gleichung (3) die Grösse A ein 
vollständiges Quadrat, also z. B. 
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SO muss man « 

zunächst suchen und daraus /; dann erhält man für^ eine Formel, 
in welcher nur r und a vorkommt. Die Factoren jS und jS^ sind 
gleichgültig; sie fallen wieder heraus. Am einfachsten setzt 
man also 

(4) ^y = u 

' aar* + tty^xy + ay* 

(s. 233. f.) und bestimmt dies u zunächst aus der Gleichung (3) 
und mit Hülfe von u aus (4) t, — Für die obige <ileichung (1) 
hat man also zu setzen 



Das giebt für u 



{x + yf 



a 



M (1 — 4m) h 

u = —^ — , d. n. 
i == —^-^ == 7/ u. s. w. 

X — y r a — r 

251. F (^ + y)* = « (a;' + J^') T 

y = ^(ySa — r — j/2a — Sb — 2r)} 

Dazu kommt noch x =: y = 0. — Nach 114. erhält man 

hier zunächst 

x'^ + Qxy + y^ = a + 2b 

Man hat also entweder das diesem Ausdrucke entsprechende / zu 
suchen und zu benutzen, oder man combinire diese Gleichung 
mit der 2. gegebenen Gleichung und bestimme zunächst xy 
und x"^ + y^. 

^^^- Ux^ + yy {x ^ + y^) = b] 

L, x = ' , , y = Ä7= — > 

für r = ^2a2 -|- 2b 
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''^- \.x*+y* = 2hxy\ 



y = ^(/2a — r — j/7r— lOö — 46)j ' 

Man findet hier zunächst 2a? ^ + ^xy + 2yJ = a — h 






a + y^r^ a«1 

a — V^r — aA r ha 



r{x + yf=10a{x^ + y^)-] 
^^' Ix^ + y^ = 10b {x^ + f/3)J 

y = ^(/3r— 5a — /lla + 246 — 5r)j 

Nach 114 findet man hier zunächst 

(1) 2x^ + xy + 2y^ = 2 {a + 9b) 

Man hebt also entweder eine der gegebenen Gleichungen durch 
X +'y und sucht aus dieser und (1) zunächst xy und x^ + y"^ 
oder man sucht das der Gleichung (1) entsprechende t. Man 
findet 



rUb—a r 2r — ba r IIa 



3r— 5« 



+ 24Ä — 5r 

Die letzte Formel ist nach 233. (35) gefunden und ist die 
gesuchte. Dann ergeben sich aus (1) die Unbekannten in der 
angegebenen Form. 

^'^' 1{X + y) [X^ + y2) (^3 + y3) _ ^ (^ -y)J 

L. a: = i (/2 r— 1 + l) Ä, y = i (^2 r — l _ l) Ä, 

25^_ p - y) {x^ - y2) {a:^ _ yZ) [cc* — y<) = «l 
L (« + y) (a;'' + y^) («^ + «y + y^) = 6 J 

, • ?^r — 2a + Kää fr — )ia ~ fZa 

i^y%iä*b*{T — ia)' * 2 '^81««*« C — 2 a) 

r = ^«2 + 24a"P 
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L(^ + y)J^J + y^) [x^ + y^) = b] 

, Vr — ^a + Va Kr — 2a— } a 

. y^HjZ^^S' + Va Vir— ja — Vä 

2]^2r — 3a 2^2r-3fl 

r = /2a* + 2 6 

¥ 1 1-,/ä """ o 2 \ ^2»- — 8a* -4- /f 

L. a; = ^(^2r — 3a^-aj, y = ^ . 

f^2r — 3«* — fl 

Man eliminire o?, so erhält man für y eine Gleichung, wie 
sie behandelt sind in I, 394. ff. Es ist demnach 

y — 1 y 

zunächst zu bestimmen. — Diese Aufgabe ist übrigens nicht 
wesentlich von 188. verschieden. Wenn man dort xy^ = u und 

- = V setzt, so nehmen jene Gleichungen diese Form an, abge- 
y 

sehen vom negativen Zeichen in der 1. Gleichung, was für die 
Auflösung nicht in Betracht kommt. Oder man setzt hier - statt 

y und UV statt 



V 

X 

— • 

V 



261. r:=f^~'i,i 

U* = h[y^ + 1)J 

^2r— 3 — 1 ^ K2r — 3-1^ r b ^ 

, y2r^ Sa + Kä V^r —Sa — V^ 

I j , ^ ' ' }# " ■ . 

2 ^/fl"^ — a) (2r — 3 fl) 2 f/a{r — ä){2r — Sä] * 

r = ^2a (a + b) 



G^ . 
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Die Gleichungen haben 32 Wurzelpaare. Die Elimination der 
einen Unbekannten liefert für die andere eine Gleichung vom 
32. Grade. 



263. \^y^f't^)~a-\ 

L X'' — y^ z=z h J 



L,x = I (f/r + Aa + j/r— 4ö)1 _ 



y = i {y^ + 4.a — }/r — 4a) j 

• L(a: - y) (o:^ - y^) {x^ - y^) {x^ — y') = bJ ^ 
J/T^^ — 2b + r + Ysb ] 

Ij ^ — — — - - ' - ' , 

2 ^3fl(4fl2 — 2^> + r) ^ 



K4fl« — 26+r — ^3^ 



^r = /l6a^ — 16a26+ft2 



2;^3fl(4fl*-26 + r);/3^. 



265. 



a?* — a:y + .V* 



a 



x^ + a?y + y' .. ( a? — y)' 

T « ^^«"^^ + 2 y^^^b + ^36 
Li »C — - — • - ' — 1 ' — — 

a^ VT^^~ b ^^ya — b — ysb 

^ ~ 2 ' yi^-~b - yj^^~ 

Um gerade diese Formeln für die Unbekannten zu erhalten, 
muss man für i die geeigneten Ausdrücke suchen. Aus der 
Mulliplication der Gleichungen ergiebt sich 



Daraus erhält man 

f 4a — ft — 2r /^ r — 2 (a — 



für 



— b 

— b 

= /(« 






Es sind dies ^^sj^^a und / . 



-6) (4a — ö) 

Setzt mau in einer dieser For- 
meln für r seinen Werth und hebt, so giebt das 

2 yi^a —b + 2 y^'^^ 

y4:a—b — 2 ya — b 

Schafft man hier die Wurzeln aus dem Nenner fort und radicirt, 
so hat man schliesslich 

y4:a — b + 2 y^'^b 






Bardey, Alg'ebralsche Gleichung*en. 



Vü 



13 
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(1) 



Est ist demnach zu setzen 

x + y =X {y^a -^ + 2 ya — b) 

x — y = 'ky^~h 
Quadrirt man» so folgt durch Addition und Subtraction 

a;2 + y'^ = X'^yia'^^ (}/4.a — b + 2 /a — b) 

xy = A2 y'ä— b {yi'ä^^^ + 2j/a — b) 

Setzt man die Ausdrücke aus (1) und (2) in die erste der gege- 
benen Gleichungen, so erhält man 

l^ e ^ 

y^a — b — Va—b 

und somit aus den Gleichungen (1) die oben für x und y ange- 
gebenen Ausdrücke. 



(2) 



266 



•[ 



{x + 



L. X = 



x^ + xy + y"^ = a {x — y) 1 

y) [x^^ — y^) = ^ (^^ — xy + y^)J 

a K36 + y4.a — h —2 Va—b 



y = 



267. 



2 ^4fl-6+'K«--6 

a Vsb — K4«"- b + 2 ^a — 6 

^^^■■^ . « I --■ ■ ■ i ■ ■ — ^ii- I ■■ ■ ■ — '■- ■ 

x'^ + y'^ ^=: a [x + y) 
x^ + y* ^ — y 



i_ x^ — y* 



a^ V^a^b + y^a — 2 b + Vb 

_ a_ y2a — "& + y2^^~2l — K ^ 
2 * y2i-b 

+ yy 



Lu 



y = 



268. r^'^ + ^^' ^'^' + y')=^ (x' + xy + y^n 

L , x^y^ ^:= b {x^ + xy + y^) J 

y = i{Va + b + r^ ya + b- 3r)J 



Die Addition der Gleichungen liefert zunächst 

ic^ + xy -}- y^ = a '■\' b 
'{x + yY (a;2 + y2j ^ ^ ^^2 _ ^^ ^ ^2) 
x'^y^ = b {x'^ — a;y + y^) 



269. [' 



] 



y =:^ (j/a — b — r—ya + lb — 5r)j 



Man findet zunächst x'^ + i^xy + y'^ == a 



3b 
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270. 



271. 



x'^y — xy"^ = — («« + y<) 

x'^y -\- xy'^ = h [x^ — y^)— 
L. a: = -i {y\a—Yh)h + /(« + 2 6)T — 2&) 
y = -^ (j/(a — 26)ft — ^(a + 26) "ft + 26) 
r a:^ + y^ = a (a;^ + y^) 1 

UvM^ + y) = M^^ + y')J 



272. 



2 (^ + y) = 6(0:3 + ^3) 

y = i (/« + ^ — /« + 26 ~ r)J 
Man findet zunächst x"^ + y'^ =i a + h 

[x — y) [x'^ — y2) (^3 — y3) 3- ^^j^- 






^4 _ j^4_. 5 



'] 



L. X = 



^— a + 6Tf r + >^fl + 36 



273. 



2|/4( 

_K 

^ 2|/4(— a + 6 + r)(rt + 36— r) 



fl + 6 + r)(a + 36 

■Va + Sb — "r 



« -|^ 6 + r 



=1 



/^*^+2öö+9 6'^ 



274. 



[x^y + xy^ = a (x^y + xy^) =^ b (x^ + y*)] 
L. ^ = ^-/^ ^-) (a + 46 + r + /(a'+7y~(3 « — r)) 

y = ir/+b) (a + 46 + r — /[a + r) (37"-=7j) 
r = /a2 + 862 

f a + 6 + K(fl'+6) (r -Sb) 



^^^ + ^ -K(/^ + 6 )(r 
y 2 



36) 



) 



r = }/a^ + 86^ 



275. 



27G, 



\ 



Man findet zunächst a; + y = a + 6. 

r x^ + y^ = 2a{x + y)^ 1 

lxyix^ + y^) = 2b jx + y)^} " . 

L. a: = -^ (/— 3 a ~+~5 6"+"^ + j/5a + 5 & — 37) 
y = -J. (/— 3a + 56 +~ör — 7/5« + 56 — ~37) 
r = ^o2 ^ 2ab + 56^ 

ra:5 + y5:=2a (a: + y)"! 
L ar^y + ary3 = 26 J 

I,. o: = ^ iV—^a + bb + br + |/— 3a - 116 + 5r) 

y = ^ (//—3a + 56 +~57 — ^— Sa— Yl6 + 5r) 



r wie in 275. 



13 



* 
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277. 



a: + y a ■ 

x — y a;* + y» 

x^ + .y ' b 

L x^ — y* xy ^ 

y = i {y2^--ö ^-r ~ y r+-r) f^^ 

r = y^2 — Qab + b^ 



rxy {x + yY [x^ + y^y= ö] 
• L (x + y?[x^ + y^) = b J 



L. o: = 



y 



(x + y? (. 

^14fl — 46 + 5r — ^r — 2a 



r = j/8a2 — 4a6 + ö 



2 ^^4« — 46 + 5r)» 

Man erhält im Ganzen 28 Wurzelpaare. Die Elimination der 
einen Unbekannten liefert für die andere eine Gleichung vom 
28. Grade. 

279. [« [x^ + y^) = ab («* + y*) = bxy («» + y»)] " 

280. [a (a:^ + y^) = «6 (o: + y) = ft:ry [x^ + y^)] 

y2b— r + yr — 2i y^b — r — Yr^^a 

r = yiä^+ (a — 6)2 

9«! R^ - y) (^' ^ ^') (^* - ^') = (^^ - ft) (26 - a)l 
L te — v) ^2 + v^P te^ + v^) = ab J 



L. a: = 



(ir — y) (x^ + yY i^^ + y^) = «* 
ySa-2b + K26>— a ^36 — 2« + ^2a— ~6 



2 ^^fl« (3a — 26) (26 — aj* 2 ^p^b^{Sb — 2a) (2a — 6) 

_ J^a — 26 — ^26]^ ^36 — 2a — K^g— "6 

y ^^ 2 *|/ä«(3a — 26) (26 — a)* 2 *|/6« (36 — 2a) (2a — 6) 

Die Gleichungen haben im Ganzen 32 Wurzelpaare. Die 
Elimination der einen Unbekannten muss für die andere eine 
Gleichung vom 32. Grade lifefern. 
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r {x^ + ,j^) (x^ + y^) = ab 1 

l(x-^ — y'^)(x-^^y^) = {2a — b){2b — a)] 
y3a — 2b + yib — a ^Zb — ia-^-Via — h 



L. X = 



2 '^3a — 26 ' 2 '|/36 — 2« 

y^a— 26 — Kä 6 — "« Vih — ia — Y^ä^lb 



y~ 2 '^'^7^26 ' 2';^/36^2« 

^«^- L x^ -^ iß = a-' — bb^ J 

^a + 66 -I- ^ a "— 36 K«"^ 56 + Ka + 36 
L. a;= 2^^^^ ' 2'f/i'=l6 

Ka + 66 - ?^a — 3l Vä-^^^hb — ya + 36 
^•=" 2'|/a + 6^ • i'f~a-Ü 

^ L x^ + y^ = a^-b^ J 

L. a; = i (l + /^g) K« -M) (7+"5T) 

Die Lösung gilt auch, wenn b überall mit dem entgegenge- 
setzten Zeichen genommen wird. 



L. ic = 



2f/—a^ + b + r '^^ 2^^a2 + Ä + 



Va —n + r + yä+J^ Va — 6 +7» — ?^g+6 — r 

r = /2ä2~— 2a& + ft'^ 
Dazu kommen noch die Wurzeln und ^ b, wo x = y ist. 

287. K = r t *^1 

)^ r ~ 26 + Viä~^~r }7 —Yb — ^2^"— 7 

.r = ya^ -- 2ab + 5P 
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Dazu kommen noch die Wurzeln und f/a + b, mo x = y 
ist. — Aus der DiTision der Summe und Differenz der gegebenen 
Gleichungen in einander ergiebt sich 

jr* + y* </ + Ä 

(jc* + y*) (« + y/ a — b 

Hieraus Gpdel man 

/ = / %~lt {^g>- ^79- »n«^ 280.). 
Diese Formel für t ist zu benutzen für die Differenz der Gleichungen 

(x + y) [x- -^ y'^):=ia — b. 

Diese Aufgabe unterscheidet sich Ton der vorigen Aufgabe nur 

durch die Bekannten. Setzt man in 286. a — b statt a und 

a -{- b statt b, so erhält man durch Addition und Subtraction 
der Gleichungen die Aufgabe 287. 






, a^ y3b — 2a + y2a — h — 2 Va — b 

a^ fsb - 2a — V ^ä^^ + 2 y ä—~b 

9«Q r^' + ^'y' + y^ = a{x+ y)n 
''^^- L x* + y^ = b(x + y)^ J 

L. x = i (^2 a — T + 2 }/a — b + /s 6 — 2^) 

y = i (y2a-^ + 2 }/a — b — /36-v-2a) 

290 r^^ + ^^y^ + y^=«(^— ^n 

L a:^ + y^ = Z> (ic — y)2 J 
L. a; = i {/Sb — 2a + j/^a^^b — 2 /i^^^) 
y = ^ (y^b — 2ä — J/'2a -^ + 2 ^a — ft) 
aj' + y** 



291. 



ar» — y» 



.x'* — y^ 



, a Vba - 3r + Kr + g — 2 j^— /? 

Ä Vba — Sr — yr-\-a + 2 Kr — « 



y = ir' 



2 yr + a-yr- 

r — /a'^ + 4 (ö — hf 



a 



J 
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p ' + x-^y-^ + y^ = 2a{x + yfl 
L x" + y^ = 2h {x + yf J 






293. 



x — y 
x^ + y^ 



La?^ — y' 



= 6 



L. o; = (^5« — 66 + 3r + J/a + 2b 



^f 4(5«-6/; + 3r') 



r wie in 291. 



2/) 



4(5« — 6/^+ 3r) 



294 l ^' + y' = ^ 1 

La:-^ + y^ = 6(a: + y)J 
L. o; = I (/lOö — iTö + 5r + j^— 2a + 2ö^+ 7) 
y == I (/lOa — 146 + 5r — f/— 2a + 26 + r) 
r==/5a2 — 12a6 + 86'^ 
Hebt man die 2. Gleichung durch x + ij, so hat man 
icy (x'^ — xy + y2j __ ^ — f. 

Jetzt ist ^4 zu bestimmen nach 236. 
oqPS r^' + y^ = 2a(a:2-;ry + y2n 

L ^^ + yö = 26(a:^ + t/») J 

L. ic = ^ (^a — 46 + r + /46 — 3a +7)1 

f/ = ^ (/öa — 46 +7— /46-— 3T+7)j 



r wie in 294. 



Man findet hier zunächst a:y == 2 (a — 6) 

296 r(^ + j')(^*-j'') = 

Lfa; — y) («■ 



+ y^) =4iJ 



^5a — 11 6 + 6r + f/bb — lla + 5r 

2 yba+ bb — Zr 
yba — 116 + 6r — ]^56 — Hfl + 5r 
^ 2 ^y^a + bb— 3r 

r = j/5a2 — 6a6 + 56'^ 



r(a:2 + ^y + y^) (^ + y)2 ^ « (5^2 + 7^^ + 5^2)-! 
L o:^ + t/4 = 6 (5ar2 + 7xy + 6y'^) J 

L. ^ = i (j/3a-6+7 + /66~^) J ^ ^ T/s^Tqp-^ 
y = ^ (/3a — 6 +V — /66"— a)l 
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Nach 114. kommt mau hier zunächst leicht auf {x — yf 
z^ ßb — a. Darnach ist die Formel für t zu wählen; oder man 
sucht, da x — y bekannt, nur noch o; -f y u. s. w. 

Die homogene symmetrische Gleichung des 4. Grades, aus 
welcher man t zu entwickeln hat, ist hier folgende: 

^^^ x* + y^ ~ b 

Oben in 283. ist gezeigt, wie man aus einer solchen Gleichung^, 
d. h. ^ ^_r^ findet, dass man beliebig viele solcher j^ormeln für / 
entwickeln kann, welche Formel für t sich in einem vorgelegten 

» 

Falle gerade am meisten eignet, wie man diese dlrect erhält, 
welches der Zusammenhang unter den Formeln für i ist u. s. w. 
£s ist nun auch die Frage von Interesse: In welche beiden 
Gleichungen ist eine homogene symmetrische Glei- 
chung des 4. Grades z.B. (1) [oder allgemein 233. (7)] zu 
zerlegen, damit sich eine bestimmte, aus jener Glei- 
chung (1) hergeleitete-Formel für t besonders eignet? 

Aus (1) erhält man leicht: 

y Qb — a y - '6a + b + r r 2a + 56 — r 

y / 4 g — 6 + ^ -y / r -^b W r — b ^. 

y — 4a+76+r f 8fl-f36 — 3r y I7r — 48«^^ "' ' 

Wie diese Formeln gefunden werden und welche Bedeutung sie 
haben, übersieht man nach dem Obigen, insonderheit nach den 
Erörterungen in 233. leicht. 

. Nimmt man Beispiels halber einmal die 3. Formel 



/ov oc + y -|/2a — 6 + r 

^ ' x — y y 2a + bb — r* 



SO wird diese Gleichung nur eine andere Form der GieichuD^ 
(1) sein. Soll daher dieselbe in möglichst einfacher Weise erfüllt 
werden, so wird man setzen müssen 



f3) 



X '\- y = y2 a — 6 -f- r 
- y = /2a + 5&~7_ 



X - 

So wird die Gleichung (2) und folglich auch die Gleichung (1) 
erfüllt. Aus diesen Gleichungen (3) ist r zu eliminiren und das 
Resultat mit (1) zu combiniren. Aus (3) hat man darnach 

(4) x'' + y^ = 2{a + b) 



B. Gleichungen meist homogenen Charakters. 201 

Jetzt transformirt man (1) mit Hülfe der corr. Add. (1, 18.) so, 
dass rechts 2 (a + 6)/erscbeint, nämlich. 



(x^ + xi/ -f .y2) (x + yY 2« 



{x^ + ary + y^) {x + yf + {x* + y^) 2 (a + 6)' 



d. li. 



(2a?2 + ^xy + 2y«) (o?« + ?/«) 2 (« + 6) 

Dies mit (4) multiplicirt, liefert 

. {x^ + a?y + y^) {x + y)^ __ ,^ 
2a;2 + 3a;y + 2y2 

Damit hat man die erste der gesuchten Gleichungen. Dividirt 
man die Gleichung (1) in diese, so erhält man auch die zweite, 
so dass 

[-(^2 + a:y + tß) (x + yf = 2« (2a;^ + ^xy + 2y^)l 
^^ L x^ + y^^2h[2x'^ + ^xy -\- 2y'^) J 

die beiden Gleichungen sind, in welche die Gleichung (1) zerlegt 
werden muss, wenn die Formel t^^jL^yi in (2) zur Anwendung 

besonders geeignet sein soll. Die Lösung von (4) folgt dann aus (3j : 

o; = ^ (/2a — b + 1^ + /2ö~+^6 — r) 
y = ^ (/2a — 6+7 — j/2a + bb — r) 

Im Grunde bestand diese Zerlegung nur in der Bestimmung 
der Grössen a und 6 aus den Gleichungen (3) und (1). 

Auf diese Weise wird man für jede der oben für / ange- 
gebenen Formeln leicht die beiden Gleichungen aufstellen können, 
in welche man die Gleichung (1) zu zerlegen hat, damit ein be- 
stimmtes i besonders anwendbar ist. 

Für die 5. Formel 



= '/87 



r — b 



+ Sb —3r 

müsste man z. B. die Gleichung (1) so zerlegen : 



r a;^ + xy + y^ = 2a 1 
lx* + y^ = 2b{x + y)'^} 



Man würde erhalten: 

x = ^ (j/7—b +/8a + 36 — 3r), y = ^(/r — b+j/Sa + 3& ~ 37) 
Für die 6. Formel 



i = 
müsstß man so zerlegen 



A 17r— 48« 



— n — h 
3"~ 
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L a;« + y4 = 26 J 

und würde erhalten 

x = i^ {j/r- b + yil7^4.Sa -b).y ^ ^ (^^r - b-}/llr -48a -'^) 

L(^ — y) (•^^ — ^y + y''^) = ^ {^ + «/)J 

L. o: = i {yila + 6 - r + ^« + 176"=^) |/'' ""-^ 

r = y'cr^+'süiV+b'^ 

Für die vorliegenden Gleichungen ist t zu bestimmen 'aus 

^ l^ — 7/)* (a:* — xy + y*j b 

Man ßndet aus dieser Gleichung folgende Formeln für i\ 

f — « — 56 + r f Ib — « + r 

7 l/ "" (fl + 56 + f) Q -y /fl (fl -- 7/> -f r ) 

f^ b{ha*\-b-\rr) Y b\7a—b—r) 

f^ 36(fl + />'+r) ^' f^ 6(17« + 6 + r) 

11 t/IIZBLI^ 19 j/ a{a-b +^ .^ 4/ ^^ (/^ + 1 7 />"+ 70 
*^- Y a+ Mb — r ^ f 6 (— fl + 6 + r) ^' V b^ [\la'\-b -\-r) 

r=j/a'^ + 34a6 + b'^ 

Die ersten 6 Formeln sind, wie man nach 233. d. leicht 

erkennt, die für i mit dem Index 

» 

X — y, X + y, x*^ ± y\ xy, x^ + xy + y\ x'^ — xy + y^ 

und ist in 233. angegeben, wie sie gefunden werden. — Die 
7. Formel folgt aus der 3., wenn man das r des Nenners in den 
Zähler schafllt und i]as des Zählers in den Nenner, also mit 

5« + Ä + '^ 
rt -|^ 56 + r 

unter der Wurzel multiplicirt und nach ausgeführter Multiplication 
wieder durch dieselbe Grösse drvidirt. — In ähnlicher Weise 
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werden die 3 folgenden Formeln 8., 9. und 10. aus den Formeln 
4., 6. und 5. abgeleitet. — Die 11. Formel ist t^ und wird nach 
236. gefunden , nämlich aus der Multiplication von 2. und 5., oder 
von 1. und 6., oder noch einfacher von 5. und 6. — Die 12. 
Formel folgt aus der Multiplipation der 1. und 2., die 13^. Formel 
aus der Multiplication der 9.' und 10. Formel. 

Diese verschiedenen Formeln für t können sich nur dann so 
einfach gestalten, wenn in <a: — w ^^^ *" ^x + y ^^^P* ™ Nenner 
und im Zähler einfache Buchstaben a und b stehen. Dies ist 
dann stets der Fall , wenn (x + yY und [x — yY Factorea des 
Zählers und Nenners der linken Seite der homogenen symme- 
trischen Gleichying des4. Grades [hier von (1)] sind, deren rechte Seite 

a . . 
-7- ist. 
b 

Die folgenden 6 Aufgaben sind nach der in 297. angegebenen 
Weise gebildet, jede als für eine der obigen Formeln für i (11., 
7;, 4., 7., 8., 13.) besonders passend. 

l{x — yY [x'' -xy + y2) ^ i2ftj 
L. a; = i (^17a + b — T + ]/a -h 17 6—7) 
y = \ (t/l7a + b —"7 — f/a + 176—7) 
r = j/a'^ + 34a6 + b'^ 

Lxy (x — y)^ = b (x'^ + xy + y^)] " 

, Va {a + 6b + r) + Vb (bV+h'+ V) 

' ^ ~~ 2 Vt'(a~-^) I . . 

,^ ^ ,/-_ > r wie oben. 

Va (g + 56 -f r) — Vb {ba + b + r) 

/^ 2 ^2 (a — 6) 

nx^ + xy + y^){x + y)^ = 3a{x^ + y^)l 
*''' • l(x^ — xy +V)_(^-^y)2 = 36 (x^ + yV 

L. . = i (?/7a^6 + r + /765T;+_r)| ^ ^.^ ^^^^^ 

y=^\{yia — b + r — j/7b — a + r)} 

(a? + y)^ (a?g + a:y +V) __ 3 ^ 2 

(a:* + y «) (a?« — ajy -f- 7/2) 

(a? — y)^ (a?» — acy + y^) __. 3 j2 

y = ^ (/« (« + 56 + r) — /6 (5a + ft + r)J 



302. 
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Weil die Quadrate von a und 6 gegeben sind, so können in 
der Lösung a und h selber beliebige Zeicben haben. In der 

Lösung ist kurz gesetzt ya^ = a und }/b'^ = b, obwohl ebenso 
gut noch gelten — a und + b, + a und — b, — a und — b. — 
Im Ganzen erhält man jedoch nur 16 Wurzelpaare^ — Man findet 
zunächst 



+ y 



303. 



jcy {x^ — xy + y') 

[x'—yY (a? « — xy + y^) 

xy {x^-fxy + y*) 



= 662 



304. 



y = i (/« (a-7b + r) — yb(7a — b-r))i 
Man findet hier zunächst {x^ — y^^ = 6abxy. — Für die 
Zeichen von a und b gilt auch hier das bei 302. Gesagte. 

2(x + yY (a?« + xy + ?/*) _. 3^3 
(a;* — xy -j-^V 

2(x — y)^{x^ — xy + y^) ., . 3 

L a» + a^y -fyy ~ *" ^ - 

L. o: = i (^/a'-« (a + 176 +~r) + j/b'^ {17a + b + r)) 
y = ^ lyp^(a + 176 -hT) — ^6^17« + 6+7)) 

Die Dreideutigkeit der Kubikwurzel ist in der Lösung nicht 
berücksichtigt. Es ist kurz gesetzt 

. ya^ c=z a und /I^6^= 6 



L(a;^t/) (a;3_2/3) = 46j 
L. o; = ^ (^7a — ~96 + 37 + 1^7 6 — Oö'-T'ar) 
y = I (^7a — 96 + 3r — ^7 6 — 9« + 37) 
r = /9a2_ I4a6 + ÖT^ 
Für ^ findet man hier folgende Formeln: 

26 "^^ y Sb — Sa + r 

4 7/5^ — 36 + r 
^' f^ 56 — 3a + r 



1. 



'Yi 



— 36 + r 



a — 6 — r 



»Yfe 



— 96 + 3?' 
+ 36 — r 



'■/w 



+ 36 — r 
— 9a + 3r 
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+ 3b + r) 



11 



•// 



7fl — 96 + 3r 



7« + 3r) 
19 f / fl (3 a 



fl (3a — 66 + r) 
6 (5a — 36 — r) 

r 6(3fl + 36 + r) 



|.^_±r) 13.//^ 

3a 4- r) r ö 



2(9«— 7/>-h3r^ 



(9ft — 7ö + 3r) 



9a + 3r f 6(3ö~3a + r) 

Diese Formeln werden auf dieselbe Weise gefunden und aus 
einander abgeleitet, wie die in 298. angegebenen. — Für die 
nachstehenden Aufgaben ist jedesmal eine dieser Formeln (3., 4., 
5., 6., 7., 8., 12., 13.) besonders geeignet. — Wären die Formeln 
für i nicht schon entwickelt, so würde man in den 4 nächsten 
Aufgaben sehr leicht zur Lösung gelangen, wenn man xy und 
o;^ + y^ zunächst bestimmte. 

Ux + y) (a:^ + y^) = 

L{x — y){x^ — y^)= 

L. x = -J- (/a — 3T+7 + y3a~^ b — r) 

y = \ (j/a — 3ö + r — J^Sa — ö — 
r = /9^2_ i4^ft ^ 9^2 

Man findet hier zunächst* 2 (x^ + y^) =^ a — b, hat also 



306. 



axyl 
bxyj 



^a:^ + y^ 



anzuwenden. 



"*"'• Ux - y) (X » - y'') = 6 [x^ ■ ¥ yV 

L. . = i (/5a- 36 + . + /£6_ 3^ J ^ ^.^ ^^^^ 
y = :^{j/öa — 3b + r—ybb — Sa + r)) 

Man hat zunächst 2xy = a — b 

x^ — ary + y^ = a 

a:^+xy + y2=ft(|±|)'_ 

L. . = i (/7^^^6T37 + VSa + 3l,-r)\ ^ ^.^ ^^^^ 
y = I (/?« — 96 + 3r — j/3,a + 3* — r)J 



308. 



309. 



— »/\2 



X 



o , o / a? — y \ 

' — ccy + y-^ «V^; 



o; 



2 + ary + y2 = 6 



L. a: = l(/3a + 36 — r + /76— 9a + 3r)l ^.^ 
y = \{yda + 3/> — r— /tT— 9a + 3r)j ^ 



oben. 
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Die Lösung dieser Aufgabe muss aus der vorhergehenden 
folgen, wenn man y mit entgegengesetztem Zeichen nimmt und a 
und h vertauscht. 

' ix + yf{x^_+y^) 

{x^'\-xy + y^){x^+y^) 

{x -- yy (a?» — y^) ^j 



310. 



:=a^ 



L(a?« — xy + y') ix^ + y ') 
L. a: = I (^'«(3a — 6 + rj + /6 (ST— a + r)) 



I 



r wie oben. 



y = -^ (/a (3a _ ft + r)— /6 [^b~—a + r)) 

In ßezug auf die Zeichen von a und h gilt auch hier das 
zu 302. Bemerkte. — Ebetiso bei den beiden folgenden Aufgaben. 



311. 



2a?y (a7* + a:y + y*) 

(^'— y)' (^J. — y ^1 = 6 2 



L2a;y (a:« — xy + y*) 
L. o: = i (/ä (3 7-^H^+/6(5a — 3^? — /^) 1 

y = ^ (//a(3a — 5fe+r)— ^6(öa — 3ft — r))/ 

019 R^' + y') (^ + y? = 2a2 (.t2 + ^y + y^)-] 
^^^' L(a;3 ^ y3) (^_ y)3 ^26^ (a:^ - ^y + y^)J 

L. a: = :t (^«ISö — 36 + r) + |/^]3ft — 3« + V)) 
y = \ ij/a {3a — 3b + r) — fb (36 ~ 3a + r)) 



ie oben. 



313. 



{x^ + y^) {x + yY ^3^3' 

(a?2 + a;y + y2)« 
( a?^ — y^) {x— y)5 ___ g^3 
L (a?« — a?y + y«)* 

L. a; = I (j/a^(9a—~7b + 3r) + ^p"(96 — 7a + 3r)) 
y = ^ (|/a2(9a — 7ft + 3r} — ^fe2 (9^ — 7a + 3r)) 
r wie oben. 
Die Bemerkung zu 304. gilt auch für diese Aufgabe. 



Licy (a: — y) (a;^ — y 3) == ftj 



L. a; = 



Va — Sb + r + ^3ß — 6 — / 



2y r — a 



y = 



ya--Zb+r — y^a — h~ 



' r wie oben. 



2^r — «--i 



Hier ist zur Darstellung der Unbekannten ^^2 1 y% angewendet. 
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c. 

Gleichungen verschiedenen Charakters. 

,^ [x {x + y) {x + 2y) [x + Sy) = al 
"^^^'i 2x + Sy = b J 

L,x = ^(b — ]/db^+4tr), y = ^/bb^Ä^r, r = y^a + b^ 

Die Factoren der 1. Gleichung links bilden eine arithmetische 
Progression. Die Differenz ist y. Diese ist zu suchen, also x zu 
eliminiren. Man erhält 

[h — Sy) {b — y)b + y){b + 3y) = 16«, 

woraus y gefunden wird , wie angegeben. — In Worten heisst die 

vorgelegte Aufgabe so: 

Wie heisst das 1. Glied x ynd die Differenz y 
einer arithmetisc^hen Progression von 4 Glie- 
dern, wenn das Product derselben =a und die 
Summe derselben =26 ist. 
Für eine arithmetische Progression von 5 Gliedern Hesse 

sich ganz dieselbe Aufgabe lösen. In diesem Falle wurde das 

mittlere Glied bekannt sein. 

^.n r^' {oc + y) {x + 2y) {x + äy) = al 
^^^' L (2x + Sy) y = b J . 

r = )/(4a + fe2) {a + b^) 

Auch hier ist wiederum y zu suchen, indem man x elimi- 
nirt. Man multiplicirt zu dem Zwecke die 1. Gleichung mit Ißy^, 
also links jeden Factor mit 2y und setzt überall aus der 2. Glei- 
chung b — Sy^ für 2xy. Das giebt 

{b — 3y2) (ö _ y2) (^^+ y2) (^ + 3y2) ^ 16«y4 u. s. W. 

Auch diese Aufgabe ist leicht in Worte gekleidet; sie würde 
etwa so heissen: 

Für eine arithmetische Progression von 4 Glie- 
dern ist das Product aller 4 Glieder c=:a, das 
Product aus der Summe und der Differenz der 
beiden mittleren Glieder = b. Wie heisst das 
1. Glied und die Differenz der Progression? — 
Das 1. Glied ist x, die Differenz e/. 
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rx(x + y)(x + 2y){x + Sy) = a'] 
L (a: + y)2 + (a: + 2y)2 = 6 J 

L. .r = i(/26 — y^- 3.y), y = ]/?*-+--?'', y =/6HT^ 

Auch hier ist wiederum y zu bestimmen. Man muitiplicire 
io der 1. Gleichung die beiden inneren Factoren mit einander ufld 
ebenso die beiden äusseren. Multiplicirt man dann noch mit 4, 
so kann man aus der 2. Gleichung leicht 

2a:'* + 6xy =• 6 — 5y^ 

suhstituiren und erhält 

{b — 5y^)(b — y^) = 4.ft 

In Worten würde diese Aufgabe etwa so heissen: 

Es wird das 1. Glied und die Difterenz einer arithmetischen 
Progression von 4 Gliedern gesucht, wenn das Product 
der 4 Glieder = a und die Summe der Quadrate der bei- 
den mittleren Glieder = b ist. 



318. 



Li+o^ + y* — ^ 



I 2ab + a + b + r g + b+^ + r ^ 

^' ^— 2{a — b) ' y~ 2 (fl - 6) 

r = /l^lb^+b + 1) + (3a — b) (36 — a) 

Mittelst corr. Add. erhält man aus den gegebenen Gleichun- 
gen zunächst 

2 + x + y + a:^ + y^ _ a+1 
(x^y) (x + y + l) ö — 1 

2 + x + y-\-x^ + y^ b + 1 

(x-^y) {x + y^ i) 6 — 1 

Die Division dieser Gleichungen in einander giebt 

a^ + ?/ + l _{a -l)[b + l) , 
a: + y-l~{a~+l){b-iy ^'^" 

, ab — 1 

' ^ « — b 

Jetzt ist noch x — y zu suchen» am einfachsten nach 142. 
Man erhält 

(a — b) {x — y) = {a + 1) (b + 1) + r u. s. w. 
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a 



319. 



" a? -f- x^ 

L. o; uDd ^ sonst wie in 318., nur 



320 



•[ 



-— 1 

— y^) = W 



r == j/ia (62 + 6 + 1) + (a + 6)« 

a: + y = « 

^y + ^(1 — a;2) (1 
L. a; = ^ (« + r) y = ^ (« — r) 

321. r /1"= ^ + /l-^^ -p = « 1 

La:y + /(l - a:^ (1 - y^) = 

L. a; = i (^2 (1 + 6) - ^* + « /r^l) : 

y = i (^2 (1 + 6) - r* - « /[fl) 

Man schaffe aus beiden Gleichungen die Wurzeln fort, so 
findet man leicht x^ + y^ und xy. 

' L^^ (1 - y) + /y (1 — ^) = *_ 

L. Ä = I (l + Ä j/l — b^ + b yi — a^) 

y = ^{l + a yi — b^ — b }/l — «2) 

Die Differenz der Quadrate der Gleichungen liefert 
(1) 1 — 2 (a; + y) + 4a;y = a2_ 52 

Isolirt man in der 1. Gleichung die 2. Quadratwurzel und 
quadrirt, so ergiebt sich 

X + y — 2a }/xy = 1 — «^ 

Diese Gleichung ist mit (1) ßu combiniren. Das giebt x + y 

und j/öTy. 

Auch trigonometrisch kommt man hier sehr leicht zum 
Ziele. Man setzt 

(2) X = sin §*, y = sin r^'^, a ;=: sin a, b = sin ß. 

Dann gehen die gegebenen Gleichungen über in 



[cos (S — 1?) = sin «1 
sin (g + fly) = sin ßj 



Bftrdey, Alg^ebraische Gleichungpen. 



14 
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Es kann also sein 

^ — rj = ^ — ci oder a — I 

i + v = ß -., ^ — ß 

Das giebt folgende Combinationen : 

I — ■^ = 2" — «'«— 2-2— "'" — 2 

I +i; = |S. (3, jr — ^, 7t — /3 

Also durch Addition und Subtraction 

2,, = « + (3 - ^-. |— (« - /3). f + (« - ^). 5^ - (« + (i) 

Für das 1. Paar von Werthen hat man nach (2) 

ar = sin J2 ^ ^ (1 — cos 2^) = | [l — sin [a — jS)] 
= ^ (1 — sin a • cos /3 + cos a • sin ^) 

«/ = sin 7?2 =: ^ (1 _ cos 2t?) = I [l — sin (a + ^)] 
= ^ (1 — sin a • cos jS — cos a • sin /5) 

d. h. a: = i (l — a /r— b '^ + b /l — a^) 
y = I (l — a /l — 62 — ft /l — a'^) 

Die 3 andern Paare der Werthe von 2^ und 2ri geben die . 
3 andern noch möglichen Zeichencombinationen der vorkommen- 
den Quadratwurzeln , so dass die Gleichungen im Ganzen 4 Paare 
von Wurzeln haben, wie 4 Paare von Werthen für ^ und »/ 
gefunden sind. 



323. 



xy + y[l—x^){l—y'')=a 

X 1/ 1 -i2 _±_ „, i/i ^~2 i/l fc 2 



V^ — y'^ + y /i —0:2 ^ /i — 6 

L. o: = i (;/(! + «) (l + ft) + y[l — a) (1 — "&)) 

y = i (/[i + ö) (1 +:6) -y(i - «) (1 -T)) 

Das b kann auch das entgegengesetzte Zeichen in der Lösung 
haben. Die Gleichungen liefern also im Ganzen 8 Paare von 
Wurzeln. — Zunächst findet man hier 

2a:«/ = a + 6 x'^ + y'^ = 1 -\- ab 

Dass man auch hier, wie in den beiden folgenden Aufgaben, sehr 
gut trigonometrisch lösen kann, übersieht man leicht. 



J 
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324. 



■ j/x (1 — y) + j/y (1 — x) = a 
j/x (1 - X) + Yy (1 — y) = 6. 
h.x = \{\ + - j/l — a' + j/a'^ — ö2) 






2/ = ^ (l + A /i _ «2 _ ^^2 _ ^2) 

Aus der Differenz der Quadrate ergiebt sich 



X — y 



= j/a 2 — 6 2 jßt2t ist nur noch o: + y zu suchen. 



325. 



xj/l—y'^ + yj/l — x'' = j/l 
_x yi — x'^ + y ]/l — y'^ = 



2 



ö/l 



L. X und «/ wie in 323. 

Durch Division der 1. Gleichung in die 2. Gleichung erhält 
man nämlich die 1. Gleichung in 323.; denn es ist 

(x j/l—y'' + y ]/\ — x^) {xy + y\i — x'') [l — y'')) 

z= xj/'l — x^ + yj/l — y2 

Diese Gleichung giebt nur den bekannten Satz aus der Trigo no 
raetrie 

sin (^ + rj) - cos (| — t?) = sin g • cos | + sin i^ • cos rj 

oder sin (| + i^) • cos (| — rjD = ^ (sin 2§ + sin 2 1?) 

Man hätte daher statt der gegebenen Gleichungen auch die 
Gleichunsren 323. setzen können. 



326. 



y + 1 — ^V -i^ 
x^ + x+X /ic — 1\2 



j av + 1 v + 1 -,/ ö — 1 

Man setze 

y±^ — 

y -1 ~~ 
Dann wird wegen der 1. Gleichung 

x + l 



b) 



V. 



av 



X 



Man hat also x und y^ wie angegeben. Um v zu bestimmen 
hat man die für x und y gefundenen Ausdrücke in der 2. Glei- 
chung zu substituiren. Das giebt 

14* 
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woraus v, wie angegeben, folgt 

Setzt man a = f, fc = i^, so erhält man 

« = 3, i 

a?+l _3 / a; — 1 \ 

y + 1 ~ 4 V — 1/ 
g' + ar + l 31 /jc» -> a? + 1 \ 

Ly* +y + 1 ~ 89 Vy« - y + 1/J 

L. a; = 5, -J^, — 3, — \ 
y = 3, i, —5, —I 

Man findet hier zun&cbst nach der vorigen Aufgabe 

1,= + 2. +1 



327. 



328. 



x + l /ar — 1\ 



y + 

Ly*+1 — '^Vy-l/J 

L. X und y wie in 326., nur 



ir 



329. 



00 +\ /a? — 1\ 



L. X und y wie in 326., nur 



330. 



a?+ 1 __ /a?— 1\ 

y + 1 — ^ Vy - 1/ 



a;4 _ ^3 ^ j;« ^ ^ ^ X , /a? — _1 Y 

U* - y ' + y'^ - y + 1 "" V^l/ J 
L. X und y wie in 326., nur 

V = j/tZLL^^^ r = ^20 {«2 -6)2 + 55 («2 — 1)« 

Die Aufgabe 328. ist von dieser nicht verschieden, wenn 
man dort ab statt b setzt; die Lösung dieser Aufgabe ist also 
aus der Lösung jener hinzuschreiben. 
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331. 



■ x + i /» — 1 \ 

» + 1 "~ " V - 1' 

L. X und y wie in 326., nur 



. = /: 



— 6_(fl« — &) + r 



g^3*ii^ r = /l6 (a* - 6)2 + 9ab (a^ - 1)^ . 



QQo P + c) o:* = c (o: + y)* + i«*] 
L(6 + c) y* = 6 (o: — y)* — ^a^J 

a ^rb^=rc + yivzn,) a iVib^r-c - j/u'zrb) 

Ä r= ^6 (7c — 6)2 — c (76 — cp + 3 (6 + c)2^(76 - c)("77^T) 
Dazu kommt noch 

j/2b 

Die Addition der Gleichungen liefert 

2 (6 — c) xy [x^ + y^)=:^[b + c) x''y\ 

Diese Gleichung zerfällt in 

1. o; = 2. y = 3. 2 (6 — c) (ä* + y«) _ 3 (^ + ^j' ^^ 

Diese Gleichungen sind einzeln zu combiniren mit einer der ge- 
gebenen Gleichungen oder mit ihrer Differenz. Aus der Glei- 
chung 3. kann man das Verhältniss der Unbekannten findbn: 

a?' + y' _3(6 + c) x + y _ j/ n^^c , 
2a?y ~ 4.{b — cy x — y~ r Ic — b* *^* " 

x = X (j/lb — c + ]/7c — b) 

y =1 (yib — c — j/le — b) u. s. w. . 

000 [x* = c {x + y)* + jian 
***• ly* == b (x - y)* - U*^ 

L.x = X(t + l). y=:l{t—l) 



-V 



3 + ?^9 — (86 — 1) (8c — 1) . 

87=n *^ — 



a 



yi6 (6 - et*) +'S( {t* -f X) 
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Man addire die Gleichungen und mache die in der Lösung 
angegebene Substitutiun [233. (12)], so findet man t. Um X 
zu bestimmen, substituire mau in der Differenz der gegebenen 
Gleichungen. 

^^' L(a:-l)^ + (y+ l)«=_17j 

L. j; = 3, 2, i (5 + >/-- 55) 

y = 0, 1, ^(l_/~T5) 
Nach 142. bestimme man hier zunächst x — y- — ^ Diese 
Aufgabe ist gebildet aus der Aufgabe 143. Man hat darin ali- 
gemein 

X — m für o;, y — n für y 

zu setzen, so giebt das 

r X + y := a + m + n 1 

Ux — m)^ + [y-^ny =.bJ 

Am einfachsten wird man daher zunächst 

{x — m) — {y — n) = z 

bestimmen, also wegen der 1. Gleichung 



n -\- z a — z 

X — m= -'^- , y — n = - — 

in der 2. Gleichung substituiren. — Für die vorgelegte Aufgabe 

hätte man 

(^ - 1) + (y + 1) = 3 

[x—l)~[y+ 1)=^__ 

10 "T~ Z , ^ o — Z 

= -J-. y + 1 = — g— «• s- w. 

335 r x + y = ^ 1 

L. a; = 2 , — 3, i (— 1 +3 ^—3) 

y = 0, 5, 1(5 — 3/=^) 

Auch hier setzt man (o; + 1) — [y — 2) = z und bestimmt 
zunächst die neue Unbekannte z. 

a; + y = 4 



336. 



[x - 2)3 + (j, + 1)3 = *8 



(a:-2)(y + l)J 
L. a; = 4, 3, -J- (7 + /ö) 

y = 0, 1, ^(l — /ö) 



C. Gleichungen verschiedenen Charakters. , 215 

007 r x + y^a n 

L, x = ^{d + z)^ — m, y = ^{d — zY — n 
z = j/2r'— Sd-, r = j/2 (a + m + n + d^) 

Der einfachste Weg ist hier, zunächst die Differenz der 
Wurzeigrössen zu suchen. Man setzt also 

(1) ym -\- X — j/n + y := z, 

hat mithin wegen der 2. Gleichung 

Vn^'x = ^t- 

(2) ■ ./ ^A, 

Vn + y ^ 2 

Dies zur 4. Potenz erhoben und addirt, giebt mit Benutzung der 
1. Gleichung 

m + n + a = ^ {d^ + Qd'^z'^ + z*) 

Hieraus ergiebt sich z; dann folgen aus (2) die Unbekannten 
selber, wie angegeben. 



'^'^^- lV'x+ lÖ + Vi+ii = 12J 



L. a; = 333, 115 
y=lll, 329 

r X — y = 1 1 

^^^- L^6"+^ + //iö'=^ = 3J 

L.x= 10, — 5, ^ (5 — 69 y^^^5^) 
y = 9, — 6, ^ (3 — 69 j/^^5b) 

r X — y = 50 "I 

^^^- Lf/l43T^ - f 7=^18 == iJ 

L.x= 100, — 175, I (— 75 + 87 j/^^Ts) 
y = 50, — 225, ^ (— 175 + 87 /^=^) 

Die Summe der Wurzeigrössen ist := 2; zu setzen und zu- 
nächst z zu bestimmen. Man findet 2: = + 5, 3 }/ — 3 
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341. 



!— 2- =a a 

xy 

xy 



L. X = \ (/« + 2 + /a — 2) {V b + ^ — /6 — 2 ) 

Durch corr. Add. erhält man leicht aus den beiden Glei- 
chuDgen 

y y^r+i-^y^r:^ 4 {yr+2 -y^r^^)^ 



xy 



^ y/T+ä ~ yr=^ ^ yr+2 - ]Kft-^^)^ 

Vh + 2 + Kä~=^ 2 * 



Jetzt die geeigneten Werthe multiplicirt u. s. w. 



342. 



{x +.yY ^ ^ n 

4a?y 
(1 + xy)« _ ^ 
~ 4j;y 



343. 



a 



L. a: = (/^ + /« — 1) (/6 — /6 — 1) 
y = (/^ — /a — 1) (/6 — /6 — 1) 

1 + xy " 

1 — «y 

I \ -\-ab-y(l- g«) (1 - ft«) 

L. «_ g + ft — ' , 

i—ab — Yll — a*) (1 — J») 
» = J^Tj 

a. Die hier angegebenen Formeln für die Unbekannten 
erhält man am einfachsten dadurch, dass man die eine Un- 
bekannte eüminurt und die andere sucht. Aus der 1. Gleichung 
hat man 



y = 



X 



a 



ax — 1 

Dies ist in der 2. Gleichung zu substituiren u. s. w. 
b. Einfacher noch ist folgende Lösung. Man hat 

/IN Ta: + y = a (1 + xy)! 

^ ^ U - y = ft (1 _ xy)] 

Die Differenz der Quadrate giebt 
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4a:y = «^ (1 + xyY — ^^ (1 — xyY 

1 +a?gy« 2 — fl» — &« 



a' 



Ä« 



2ajy 

Hieraus durch corr. Add. 

~f 1 — a« 



a;y = 






Dies benutzt, liefern die Gleichungen (1) 

airr. 



(2) x = 



Das sind andere Formeln für die Unbekannten, dem Werthe nach 
aber von den oben angegebenen nicht verschieden. 

c. Die einfachste Auflösung ist, direct corr. Addition anzu- 
wenden. Das giebt 

\X+x){l+y) _ \+a 
{X-x){X^y) — 1-a 
(l + a?)(l~y) _ 1 + 6 
.(l-a:)(l+y) — 1~ÄJ 

Die Multiplication und Division dieser Gleichungen liefert 

\ + x _ , /(l + a) (1 -fb) 
1 - a? f" (1 — ö) (1 — j) 

1 + y _ 7/ (1 + fl) (i"=^ 

1-y ^ (!-«)(! + 6) 

Also durch abermalige Anwendung der corr. Add. 

_ Y(r +a){l + b) - K(T 

(3) 



a) (1 - ö) 



y = 



j[/(l + «)(! + 6) + )^^(1 - a) (1 - h) 

_ ?^(1 + g)ä"^=^ - Vil - a) (1+6) * 
y{\ + a) (1 - 6) + ^^(1 -«)(! + 6) 

Schafft man die Wurzeln aus den Nennern fort, so ergeben sich 
die zuerst angegebenen Formeln. Macht man gleichnamig, so 
erscheinen die Formeln in (2). 



' a? + y 2fl 



O'X'JL» 



X+xy 1 + «« 

X — y 2b 

Li —xy 1 + 6*J 



L.a: = .-^?1±4. ^n^ 



y 



i + «6' fl + 6 

a — b 1 — «6 
1 — ab* a — b 
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345. 



i+joy ö + l 

a- — y b — 1 

1 — a:y b -\- 1 



, Vab — 1 

Vab + i 
Va - Vh 



y 



346. 



1 + jy 
X ~y 



IV 



a' 



w 



+ a' 



347. 



1 — a7i^ "^ b'^ + ß^J 

1 4" ^y b -{- c 

X — y b — c 

1 — xy a 



L. X = 



y = 



Va + Vh 

ab — aß «6 -|- aß 



ab + (xß' ab - aß 
aß — ba- aß-\-b(t 
aß~+~ba' aß — ba 



L. X = 



a' 



2' 



y — 



2ac — 4A 
fii — 6*4" '^^ 



X 



A--^{ ]/{(i + b + c)(—a + b + c) {a — b + c){a + b — c) 

Die den Formeln (3) in 343. entsprechenden würden hier 
folgende sein: 

__ y(a + b + c) {a + h ^~ r) - Vi^'a + b + c) (a — 6 +^ 
" y\u + b + c) {a + b -'c) +y{--.a + b + c){a -"T+7) 

_ y{;r+'b}fy[j^^^^+ic)^-j^ 

^ ~~ y{a + b + c) {a — b+V) + K(— a+T+ c) {a + b — c) 

Sieht man «, ft, c als die Seiten eines Dreiecks an, so folgt 
nach bekannten trigonometrischen Lehrsätzen aus diesen Formeln 

wo ß und y die den Seiten b und c beziehungsweise gegenüber- 
stehenden Winkel sind. — • Quadrirt man die Formeln in (1) und 
radicirt wieder, so ergiebt sich aus der Vergleichung mit (2), dass 
für jedes Dreieck sein muss 






6 — 2A 



b + 2A 

c~2A 
c~+2A 



348. 



x + y 



1 + xy 



34 
31 



X 



LI — xy 



^ = u 
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r x + y 



349. 



a 



i — xy 

.1 + ^.y 

T ^ _ - \ + ab +y{i + a^) [V + b^) 

_ — l — ab + y{l + a ^) [l + b^) 
^ a — b 

Die den Formeln (2) in 343. entsprechenden würden hier 
folgende sein: 

Sollten die Formeln gesucht werden, welche den Formeln 

(3) in 343. entsprechen, so müsste man das Imaginäre (i =y — l) 
zu Hälfe nehmen. Man hätte die Gleichungen so einzurichten, 
dass statt x, y, a und 6 beziehungsweise überall /o:, iyy ia und 
ib stände, und dann ix und iy zu suchen. 



X 



350. 



X -|- 7/ 2 a 

1 — xy 1 — «* 
a; — y 2 6 

vÄT-^scy i — /r« 



1 « + />» 
L, X — - — — . , 

1 — ab 


1 - ab 
a^b 


a — b 
y \A-ab' 


1 -\-ab 
a — b 



Am einfachsten löst man hier mit Hülfe der Trigonometrie. 
Man setzt 

a: = tg| «/ = lg^ a = tgof ö = tg|3 

Dadurch gehen die gegebenen Gleichungen über in 

tg(l + ^) = lg2a 



Man hat also 



§ --iy = 2/3, 2|S 



1? = « — /?, tt — /3 + Jtc 
^ = tg| = tg(« + ^), — 
^ =Jg^^ tg (a — /3), — 



tg (« + ß) 
1 



tg (a ~ ^} 

Entwickelt man tg (a + /?) und tg (a — /5) und führt a und 6 
wieder ein, so erhält man die oben angegebenen Werthe für x 
und y. — Für die Aufgabe 344. ist dieser Weg nicht gut an- 
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wendbar, man mQssie schon das Imaginäre zu Hülfe nehmen oder 
hyperbolische Functionen einfuhren. 



351. 



352. 



' X + y 2tf« 

1 — xy «• — o 

x — y 26p 

Ll+a?y ft« — ptj 

x + y a 

1 — a?y 

X • 



I 6a + aP aß — ah 

^ ^ — ab-^aß* aß + ba 

ba — aß aß + ab 

^ ab + aß' aß^ba 



a-^a 
^1+xy b+ßJ 



I ^__ aß + ba-y( a^ + a^){b'^+J^) 
^'^— äß — ab 

_ ab + aß — K(fl* + tf ») (6' + P») 
^ ba — aß 

Diese Formeln für die Unbekannten entsprechen den in 343. 
zuerst angegebenen. Denen in 343. (2) entsprechen hier 

_ {a^cc)yb^^rp+(b-fi)ya* + a^ 
' {b + ß) ya* + a^ + (« + «) Vb^^^fT* 

(fl — tt) Vb ^ + p » — (6 — g) Ygt + gt 

^ ~ (b + ß) Va^ + a^ + (a + a) J^ft« -f |J« 



o: 



= 31 



353. 



1 — xy 

ic — y 11 

Li + a?y 29 J 



L. a: = |, — I 
3^ = ** -I 



354. 



« + y 



+ 



iXi — y 



a 



1 — xy \ + xy 
L.1 + ajy "• 1 — a?y 



a — 6 



-•»=/s 



6 



Man mache gleichnamig, bilde die Summe und die Differenz 
der Gleichungen, dividire die erstere in die letztere und radicire, 
so hat man y. 



355. 



1 — xy , 1 + a?y ' 

+' ^r — ■ " 

y x — y 



= b 



i + xy . X — xy 

^ x + y x — y 

2 + y4: + a^ — Ä« -j/ä 

a-\- b ^ r a 



+ * 
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356. 



r '» + y I ^ — ^y ^-i 

1+ xy x — y 

-1 — XV X 4- y 



Va^b^ - 4a'6 — Ka'^^ — (a + b)^ 



y — 



a — b 



Der kürzeste Weg ist hier, y zu eliminiren. Man erhält 

y»— 1 ___ fl(l--a;») b {1 — x^) 



y 1 + a;* — ax 1+a?* — 6a? 

(a + h) (1 +. ir^) = 2a6a; u. s. w. 

Nennt man x^ und ^j zwei zusammengehörige Wurzeln dieser 
Gleichungen, so müssen überhaupt folgende 4 Wurzelpaare vor- 
handen sein: 



X, 



^1 - 



'^ -F. 



1^ 

Xi 



Xi 

— Vi 



Die gegebenen Gleichungen lassen sich auch so darstellen: 

(l+a;«)(l-y') ^ ^-^ 
(1 + xy) {x — y) 

(1 + a?«) (1 -^ y«) _ ^ 
L-(l — xy) {x -^ y) 



357. 



r ^ + y I ^ + ^y _, ^n 

1 —xy x—y 

L-14-a?y a; + y 

T _ ^flg^g -^ 4fl6 + Van^ + (a — &)' 

y = 7^-^^ 

a — b 

Am einfachsten wird man hier y suchen, indem man x eli- 
minirt. — Die Gleichungen lassen sich auch so schreiben 



(1 — xy) (a? — y) 
(1 +xy){x + y) 



a 



= b 
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' 1 +xy 



358. 






1 —jcy , a; — ;/ 2^ft 

- .r - y "^ 1 — a;.y 



L. a: 



^{« + a) ^^ + (J) ~ //(fl - a) {b - p) 



.V = 



//(« + a) (6"+"|3) + y{a - a) (6 - |J) 
/ (/i + ä) C/.» - p) + // (a - a) \b~+ ß) 

Denkt man für die in den Gleichungen vorliommenden Quo- 
tienten neue Grössen gesetzt, so erhält man mit Anwendung der 
corr. Add. nach I, 153. b. oder I, 166. leicht 

X + ;/ Va + a — Ya — a 

1 + ^'1/ " Vit +^ + Vn — a 

1 — ^y y'b+'ß + K/> — p 
Hieraus ergiebt sich nach 343. c. die angegebene Lösung. 



359. 



2 



a + b 



a 

b^ 



L. X = -- 



^ ■"* a — b 

Man flndet hier ähnlich, wie in der vor. Aufgabe, zunächst 

x + 7/ Vl + a — Vi — a 

^ ^ . a^-y _yi+b—yi-b 

l + xy Yi^b + Ki —'6 

Diese Gleichungen sind zu behandeln nach 343. b. Man kommt 
da auf 



1 + xy _ yr+b + Vi — b 



also 



l~xy Yi+a + yi — a 



2 ~ y^j^a+yi—a+yi+b+yiT^ 

\ — xij yi + a + Vl—a 

^2 — yr+- + Yi^-a + y'i+ b + Kr=t 

Dies in (1) substituirt, liefert 
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Vi. + n~ Vi 



(l 



X 



^ + y ___ 

2 yx J^'a + yi^^+y\ + b + i 1 — 6 
x — y Kf+T — Yl^b 

2 ~ Vi +~fl + yi—~a + Kl + 6 + y~i — i 

Mithin die Unbekannten selber 

~ Kl + a+Vi -^a + yr+h + yr^^b 
_ Kl + « — Kr^^iiKw- h + y\-j_ 
^ ~ yi + a+yi—a+yi + b + ki — ^ 

Schafft man die Wurzelgrössen aus dem Nenner fort, so erhält 
man die oben angegebenen Formeln. — Die Formel für x unter- 
scheidet sich von der für y nur durch das Zeichen von b. Dies 
ist auch schon aus der 2. der gegebenen Gleichungen zu ersehen. 



360. 



1 +a)y 
.r« + ?/* 



a 



L. X ^= '^ 



y 



a — y a^ — 4;!? 



p z.-. 



a 



«-6 



i + Kr~4p'^ i+j/r-4p' " 2(1-*) 

Man quadrire die 1. Gleichung und setze, um die Aufgabe 
auf 341. oder 342. zu reduciren, 

(1) (l+:--'/)'=l. also ("+•'')'=.«' 

xy p xy p 

und suche mit Hülfe der 2. Gleichung zunächst p. Aus (1) 
hat man 

L+ ^^'/* = ^ — 2 '^^^ -^ = ^" 2 

xy p ' xy p 

Dies in der 2. Gleichung substituirt, liefert 

a^ — 2p 

1 — 2p "^ ^' 

woraus p, wie angegeben, folgt. Dann ergiebt sich aus (1) nach 
341. und 342. 

1 + ^xy L _ ^ + 2/ ^ 

' 1 — xy 



y 



361. 



yi — 4p' .X- 

oc — y __ 1 
1 — xy 2 

x^ — xy-\'y^ 49 

_1 — xy + x'^y^ 241 

L. X = 3, 5, \^ \ 
y = — ^, — 3, — |, — i 



Kß'' — 4p 



u. s. w. 



224 



C. Gleiebangen ▼enchiedenen Cbsrakters. 



362. 



363. 



l + xy 

L. X und y wie in 360., nur p = 
<c + y - 

T— j- — =^ a 



3a 



364. 



3 (« — i) 



365. 



L. X und y wie in 360., nurp = 

L. X und y wie in 360., nur p = 1 + y^-^- 

1 + a?y 

a?^ + y^ t 

Li + xV" - 
L. o; und y wie in 360., nur 

2 fa« — &) + ^2 (fl' — bf + 2A (g' — "1)* 

^~ 2 (1 — *) 

Die Gleichung, aus welclier man p findet, ist liier 

1 — 4p + 2p« ^ 

Allgemeiner könnte man statt der 2. Gleichung auch setzen 

ohne die Auflösung wesentlich zu erschweren. 
366. \+*«', 

Li + aj5y5 — «'. 

L. o; und y wie in 360., nur 

_ 6 (fl» — 6) + ?^6 (a» — &)« + 20a6 (a* — 1)« 
^ 10 (a — 6) 

Die Gleichung für p wird hier 

a* — 6rt*p 4" ßP* _*_ 

1 — 6p + 6p* "~* « 
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Dieselbe Auflösung würde auch noch anwendbar sein, wenn statt 
der 2. Gleichung allgemeiner gesetzt wäre: 

x^ -f- mx^y -f- nx^y^ + nx^y^ -|- mxy^ + y^ __^ , 
1 + m^xy -|- n^x^y^ -j- fiix^y^ + m^x^y^ -|- a?^y'' 



(1 + x) (1 + y) ^ ^■ 

Qß7 (1 —x)(l— y) 

L(l-a:)(l+y) 

Die Multiplication und Division trennt sofort die Unbekannten. 
— Ueber das Resultat Tgl. 345. 

OCQ (1 — a:) (1 — y) 

'*"°-- (1 + x^) (1 + ?/') _ 
_(l-a;«)(l-y«) 



?*l 



« + 1 +r' 



y 



a + 1 + r' 



a. Man setzt 



(1) 
(2) 



l+x 1+y I 

- -— = w, ^ ' ^ = v, also 

1 — a; 1 —y 



X 






2/ = 



v + 1 



Dadurch gehen die Gleichungen über in 



UV 



a 



! — . ! :^::z h 

L. 2m 2ü 



Hieraus ergieht sich 

(3) 

(4) 
Dann folgt aus (3) und (4) 

y + n 



u -^ V :=: r U V = 

r^ — Tj- = 4Mt; = 4ö 



u 



V 



r — Tj 



2a r -|- r| -j- 2 Ä 

?• — rj 2 + r — rj 

2 a r — 7*1 + 2 « 

r -j- ri 2 + 7" + rj 



Die letzten Ausdrücke sind für u und v in (2) zu substituiren, 
um X und t/ in der angegebenen Form zu erhalten. 

Bardcy, Alg-ebraische Gleichungen. 3Ö 
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b. Man setzt 



l+x 
1 — X 



also wegen der 1. Gleichung - 

1 — y u 
Man hat folglich 

(5) X = — £— : , y = —, - - 

Dies ist in der 2. Gleichung zu substituiren. 



Das giebt 



u 



+ 1 flH-t*«_ 



2u 2 au 



= b 



u^ + a^ + {a^ + 1) u'^ = 4a6M2 

(t|2 4. fl)2 = [4aft _ (a — 1)^ w2 

«2 + a = uj/^ab — (a — l)^ 
u = ^ (]f/4aT — 7^ — ~1)2 + /4aft — (a + Ip) 
Damit ist ti gefunden. Dann folgen aus (5) die Unbekannten selber, 
c. Wendel man auf die gegebene Gleichung corr. Add. an, 
so erhält man 

a? + y a — 1 ' 

1+xy a + L 

a?« + y « b — 1 

1 +x^y* ~ b+ iJ 

Die Lösung dieser Aufgabe muss also aus der von 360. folgen, 
wenn man dort setzt 



für a, 



a 



369. 



« + i 

(l__a;)(l-y) 

L. X und y wie in 368., nur 



6+1 



für b. 



=/ 



b (3a— 1)« — fl (« — 3)« 



. _ j/ b{Sa + l)* — a (fl+3)« 

3(a — A) ' '*! 1^ 3 (« — 6) 

Die Lösung dieser Aufgabe folgt aus derjenigen von 363., ^ic 
368. aus 360. 

(l + ^)(l+y) ^^ 

370. 



(1 - a;) (1 - y) 
(1 +^)^ (1 + y)^ _ , 

L. o; und j^ wie in 368., nur 

,__7 A6«»--6(3fl-iy» 



=/ 



16fl3— A (3« + l)« 
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Q71 (1— ic)(l— y) 

L(i-«?*)(i-y*)~ J 
L. X und y, wie in 368., nur 

r = /(a + 1)2 — Ap r^ = j/(a — 1)2 — 4p 
4p = 4(a2_2a6 + l) + 2 /2 (a^ — 2a6 + 1)2 + 8^2 (^2 _ jj 

Man verfahre ganz wie in 368. a. Die hier den beiden 
Radicanden von r und r^ gemeinsame Grösse a2 + 1 — 4p wird 
dann u^ + v^. — Diese Aufgabe hängt mit 365. zusammen, wie 
368. mit 360. 

In derselben Weise würde man auch die Auflösung haben 
bewerkstelligen können, wenn man statt der 2. Gleichung allge- 
mein gehabt hätte 

(1 -|- mx + nx^ -|- mx^ + x^) (1 + my -\- ny^ + my^ + V^) ^_ t 



372. 



■ (H-^)_(i+^_ 

{l-x){l-y) — 
(l + a?4)(l + .y4) 



a 



373. 



L. o; und ^ wie in 371., nur 

4p = 4 (a2 + 1) + 2 ^2 («2 — 1)24. 165 
(l + a?)(l + y) _ - 

(l+a;5)(l + y5) _ 

L(l-a?5)(i_y5) — «'. 
L. a; und y wie in 371., nur 

Diese Gleichung hängt mit 366. zusammen, wie 368. mit 360. 
Ohne die Auflösung wesentlich zu erschweren, hätte man 
statt der 2. Gleichung auch allgemein setzen können 

(1 4">wa?-j- nx^'\'nx^'\'mx^'\'X^^){X'\ - »«//+ ny '+ «y '+ Tny^-\-y^)' . 

(l+^)(l + y) ^ 

(l-^)(l-y) 

(1 + g; + a?» + ^^ + ^^) (1 + .V + y' + ^^ + y^) __. ^ 
-(1 ~.a; + iT* — a;3 -j-a?'*} (1 ■— y + y* — y'' + y'*) 

L. a; und y wie in 371., nur 

_^ 5(g^6 — 3a» + 3& — 1)+K5fa»<^ — 3ag + 36-l)g+80(fl'— l)(a^ — 6^) 
'^ 10 (Ä — 1) 

15* 



374 



a 
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Durch Division der 2. Gleichung in die 1. Gleichung erhält mao 
Man bat daher in 373. nur -.- statt h zu setzen , um aus der 

o 

Lösung jener Aufgabe auch die Lösung dieser zu erhalten. 



375. 



1+ a;y 

(l + ^ + a?«)(l- .y«) _ 



f ^ _ »-^ ., _ »/ (l + a)(« + 3g6 + 36 — 1) 
^'^ — u-^-V ^~Y (l--a)(fl5 + 3fl + 3 — 6) 

^ ~ »"+ 1 ' ^ — /^ (1 — a) (fl +'3a6 + 36-^1) 

Man wende auf die 1. Gleichung corr. Add. an u. s. w. — 
Man kann auch aus der 2. Gleichung zunächst durch corr. Add. 
entwickeln 

X — y lj4- a7y + 2 (a? + y) ** b — 1 
1 — xy ■ 2 (1 + a?y) + (a; + y) 6+1 

Hieraus wegen der 1. Gleichung 

x — y __ (2 + «)(&-!) 



376. 



a 



l-xy (l + 2«)(ö + l) 

Diese Gleichung ist dann mit der 1. gegebenen Gleichung auf 
in 343. c. angegebene Weise zu combiniren. 

1 + a?y 

L(f±-:)" + (i±f )■ = ' 

L. a: und y wie in 375., nur 

" = f 'T'- . = f^- = A-*(i±!)" 

Man führe u und t; ein statt x und y, dann hat man die 
Aufgabe 137. 

"^1+ a: + .r «)(l+y + y») ^ 
(l-a? + a;«)(l-y + y*) 
(l+o:«) d + y ») ^ , 

j^ yö—i+2p+Vi? —i'~2p _ yb —i+2p — jK&^rr- jj^ 

=: — 8fl^ + («+! ) ^(3^+ 1) (fl + 3) + 9&« (a — 1)« 
^ (3« + l)(fl + 3) 



377. 
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a. Man bilde aus den gegebenen Gleichungen durch corr. 
Add. diese: 

(a? + y) (1 + xyy ^ZlA 

^ "t" ^y "1" ^' "t" y^ "h «^'y* « + i 
a?« + y' 6 — 1 

1 +x^y^ ^^ ft + 1 

Jetzt setze man wegen (2), ähnlich wie in 360., um auf 341. zu 
kommen: 



(1) 

(2) 



(3) 



i + ^'y' ^ i+i 3,go ^' + y' ^ b-1 

p ' xy p 



also '-^-^ = /*_+Mli^ 
also ^ = j/t^^+lE 



xy 

Hieraus ergiebt t^ich 

(1 + x yY ^ 6 + l + 2p ^ 
xy p 

(x + y)« 6—1 + 2p 

a;y p Yxy r p 

Dies in (1) substituirt, ergiebt sich für p die Gleichung 

Vh — l + 2p'K6 + l + 2p aj—l 

p + (6-l) + (6 + l) ~« + l 

Ist p bestimmt, so ergeben sich die Unbekannten selber aus (3) 
nach 341. 

b. Man kann auch ebenso einfach und allgemeiner folgende 
Gleichungen lösen: 

(1 + mg? + x^) (1 + py + y ') 

i.^+m,x + x^){i+p,y + yi) 
(1 + 7ia? + x^) (1 + gy + y *) __ , 

(1 + 7,1^ + 0?^) {i+q,y+y^) 



a 



Man setzt 

(4) 



l + a?« 1+y* 

! = u — —^— = V 

X y 



Dadurch gehen die Gleichungen über in 

' {u + m){v + p) ^ 

(U + TWi) (v + pi) 
(u + n) {v-^ q) __ ^ 
L (m + tu) (v + gl) 

Hieraus lassen sich u und t; bestimmen. Man eliminirt eine Grösse 
und sucht die andere. Sind u und v bestimmt, so hat man aus 
4) die Unbekannten selber 

yu + 2 — Km^ 2 u — Vu* —4 



u. s. w. 
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C. Gleichungen verschiedenen Charakters. 



c. Auch folgende Gleichungen 

. 1 + ax + x^ 1 + ay + y^ 



a 



1 + cCiX+x^ l + a^y+y* 

1 -j- mx '\- nx* + mx ^ + x* l + my + ny* + my* + y^ __ ^ 

-T^- ^^0? + n^x* + vl^x' + a- ' 1 + w,?y + «i^* + m^y^ + y* 

würde man ohne Hülfe kubischer Gleichungen lösen können. Am 
einfachsten setzt man da 

1 -j- ax -{- a;' 

1 + a^x + x^ * 

und bestimmt zunächst u und v. 

378. 



1 + ^\y+ y* 



r 



1-y + y' ^ j, A - yV 

-1 — a: + a:' M — x^ - 



L. ic = -, 



y = 



1— J^4„_-3 



tt.= 



9(a 



Ä) + 8 (1 — fl ö) + ^['91«"^^^! + 8(1- ah)Y 



288 a (1-*)* 



Hier ist gesetzt 

(1 + ^)* 



24 (1 — b) 



1 + a? + a?* 

Mithin durch corr. Add. 



= ±, also J^±^^ = i 
« 1 -hl/ 4-.V* « 



(1) 



i + a? _, 7/ fl 1+y __ 

1 — a? y ^u — 3fl' 1 — v 



KSiT 



y f^4:tt — - 3 

und folgUch o; und y wie angegeben. Jetzt ist noch die 2. Glei- 
chung zu benutzen, um t< zu bestimmen. Quadrirt man die Glei- 
chung in (1), so erhält man durch corr. Add. leicht 

1 ~-a? + a;» 3 (1 — xf + ( 1 + x)^ 3 (4m — 3fl) + g Zuj-J& 

{l — xf ^{1 — xY 4 (4m — 3a) 4«"^^ 

Ebenso 

1 — y + y^ 3?i — 2 

(1 — y)2 4m — 3 

Dies in der 2. Gleichung subslituirt, wird die Gleichung für u 

4m — 3a Su — 2 



3m — 2a 4m 



= b 



379. 



y_a+ 5_1) ^ 

y (1— a?2) 



a 



-x{l - 



-y*) _- 



«/ = 



jf/rzrp - yr:=^ 



Va^ — b* 



C. Gleichungen verschiedenen Charakters. 
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Hat) elimiairt hier am einfachsten eine der Unbekannten und 
sucht die andere. Um x zu eliminiren, schreibt man 

!+£!_„ ^+y' 

X y 

1 — a;g _ ^ ^ 1-yg 
a? y ' 

Die Differenz der Quadrate dieser Gleichungen liefert eine Gleichung 
für y von der Form I, 276. ff. Ebenso eliminirt man y. Man 
findet 

yil + x^) __ 



380. 



a 



L. a: 



a?2 (1 + y^Y — . 

^2 (ß2 — F) / ^ ~ ^2 («2 — öT 

Man setze wegen der 1. Gleichung 

"~^ = t<, also — i-^ = aw 

Daraus sind o; und ^ leicht bestimmt. Die 2. Gleichung liefert 

dann für u 

ahi'^ — 2 = b (w2 + 4) 

Auch nach 379. kommt man hier leicht zum Ziele. 



381. 



a 



382. 



y{i+x^) __ 
x(l+y^) 
y^l + x^) _ 

La:Ml + ?/*)" 

r Or yi~^ + y^b — n^b — a^ yi^^b +y\ — 2 aJ+U 
L, X = , ' — , y = ... ^ — — 

f a? 1 + 2/ 
y 1 -|- a? + a?* ^__^ , 
. a; 1 + y + y*' . 

a — ^«2 — 4p l--FT^~4p a* — 6 

Man quadrire die 1. Gleichung und setze ähnlich wie in 360. 



ä+i^*==J^. also 
y P 



(1 + a? )g _ a^ 
X p 
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383. 



L. a; = 



384. 



yd + »«)_• 

y'(l+a;') _■ 

_ a ^3 (a — *) + K4fe — 3a '6 — ä» 

2 Va'^ — b 
y-i (a — b) + Kft + 3 a~— 4 a'» 

Lx r X 1 -f- y^ 

L. X und y wie in 382., nur p == 



385. 



yd+a;^) 



a^ — h 



a 



y^{l_+_X^) _ 
l x^ (1 + y^) ~ ^ 

L. a:= '-- , w^^ 4, 



t/ 



2 (a» — 6) + ^2 (fl^ — by + 2b (a^ — 1)« 



«4 — 6 



Hier ist gesetzt 



l+J^ = ^, also i-t^ = « yit 
y *^ 

Hieraus ergeben sich x und y, wie angegeben, um u zu be- 
stimmen, ist die 2. Gleichung zu benutzen. Man hat 

^-±-y- = yu . '-+,-^' = u-2.'- +/- = (« -2)^-2 u. s. w. 
a y y 

Aligemeiner hätte man statt der 2. Gleichung auch schreiben 
können 

2/Ml + mx^ + nx^ -f- ma;^ + .r**) , 

ohne dass dadurch die Auflösuno: wesentlich erschwert worden wäre. 



386. 



aj(l+y«) 



a 



L. a: und y wie in 385., nur 

5 (fl3 — 6) + J/5 («3 _ ft)2 + 2Öflr6 («2 — 1)« 



u 



2(a5>-i) 



C. Gleichungen verschiedenen Charakters. 
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a 



Diese Aufgabe folgt aus 366., wenn man dort — und xy 

y 

bezgglich statt x und y setzt. Ebenso folgen 381., 383. und 
385. bezüglich aus 360. , 363. und^ 365. 

387. {^+y)Vx 

(1 — X -\' x^ — 07^ + x^) y^ 

L (T- y + y^-y^+y') ^ ~ ^ 
L. wie in 382., nur 

___, 6 {a^ — 6) + ^5 (gg ~ bY + 206 {ä^ — 1)« 
^ 10 (1 ~ b) 



388. 



a? — y xy — 1 2 



' x + y xy + 1 ^ (^ i ^\ 

a; (.V * + 1) ^ — ^ 

y (a;* — 1) a-j- 6 

r b^ ^ 2{a + b)yab 

Man wende auf die 1. Gleichung corr. Add. an, so kann 
man aus beiden Gleichungen durch Multipl. y leicht eiiminiren. — 
Ist X gefunden, so ist sein Werth in einer der Gleichungen zu 
substituiren u. s. w. 

'x + y 1 + ^y 



389. 



x — y i—xy 

Ux = j/^ 
r a — 1 



a 



— 1 — 2r 






+ 2r* ^ r a+1 + 2ftr 

Man wende auf die 1. Gleichung die corr. Add. an, so kann 
man nach 379. leicht zum Ziele kommen. 

(^_+yHl + xyl __ ^ 

Qon (^ — y) (1 — X7/) 

{x^ + y') ( 1 t^'^y^) ^ . 

y a — i + yiab—ia+iy fl+ 1 +y^ab — {a— 1)^ 

y2(^i'^'^2ab'\-1) ' ^ K2T«' — 2«ö+1l) 

Durch Anwendung der corr. Add. erhält man 

x{i+y^) ^ a+1 
y{l+x^) a-\ 

y2 (i + ^-t) 6—1 
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0. Gleicbungen verschiedenen Charakters. 



Diese Gleichungen unterscheiden sich von denen in 381. nur 
durch die Bekannten. 

^ + .y 1 + j-.v „ 

— - • ;: = a 

391. 



x — y \ — xy 

x^ + .y' 1 +>r»y» __ ^ 

- a?' — y' 1 — jj'y^ - 

L. a; = - 



»_+-J = ?-l. alsol+^' 



u. s. w. 



X 



a 



a— 1 +y(a — l)*j- 4p «+ 1 +K(a + 1)» — 4p 

a^ — S a^b + Sa — b 

Nach Anwendung der corr. Addition auf beide Gleichungen 

setze man 

« + l 

n — y ^ T^' 

Man hätte auch ebenso gut die Quotienten der 1. Gleichung als 
neue Unbekannte einführen können. 

392 ^ ~- y 1 — -^y 

j?* + y* 1 +xh/* ___ ^ 

L. X und y wie in 391., nur p wie in 371. 
Die Auflösung würde nicht wesentlich schwieriger werden, 
wenn man statt der 2. Gleichung allgemeiner gesetzt hätte 

x*^rttx^y'{- na;*y*-{- mxy^^y* l-\-mxy'{-nx^y*'\-mx^y^-\'a:^y* , 

x^-\-rn^x^y'^-n^x^y^-{'mlXy^'^y* l + Wia7?/ + 72£a?*y*+m£a?^y'-j-^*y* 

Man könnte wie in 391. lösen oder auch 

x-\-y j 1 + ^y 

— !-^ = u und z—^ — - = V 

x — y i — xy 

setzen und zunächst u^ -{- v'^ bestimmen, da t/t; = a bekannt ist. 



393. 



x+y 1 + ^y ,, n 

• = a 

x — y 1 — xy 



L_a; * — y^ 



x^y^ 



394. 



L. X und y wie in 391., nur p wie in 373. 

x^ -\- xy -\ ' y^ 1 -j- a?y + a;*y* ^ 

{x + yY {l^xyY 
x^ — xy + y' 1 — xy + a?*,v* , 



a 



U 



{x — y}2 
16ab — 9a + 96 



(1 - ooyY 



14-?^4m — 3 / u — a . 1 + /^4m — 3 /^ u-a 

4 + K(i6fl6 — 9a + 96 — 4)«- 144a (26 — 1 )* 
12 (26— 1) 



C. Gleichungen verschiedenen Charakters. 
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Hier ist wegen der 1. Gleichung gesetzt 

■ (1) 1 + a>y + p i _ „ 3,,„ X« + xy + J* ^ a_ 

^ ' (1 + xyY [x + yf u 

Hieraus sind die Ausdrucke der 2. Gleichung mittelst Anwendung 
der corr. Add. zu entwickeln. Dann wird t/^ gefunden aus 

3fl — 2m 3m — 2 , 

• Q^ 

4:a — 3u 4m — 3 

Ist u bestimmt, so hat man aus den Gleichungen in (1) 

1— K4m — 3 4(1 — u) 

^^ ~ i+y^u-^s ~" {i+yi^T^j)^ 

jx f7 + y4:a — SÜ {y^+ y4:a — 'du)^ 4 (m — a) 

y yü — y^a — Su ~ 4 (m — fl) "" (^ — y^a — 3m)'- 

Hieraus ergeben sich durch Multiplication und Division der ge- 
eigneten Ausdrücke leicht die oben angegebenen Formeln für 
X und y. 

Man hätte auch als neue Unbekannte einführen können 

(2) !+£!=« '-+^ = v. 

^ ' X y 

Die gegebenen Gleichungen würden dadurch übergehen in 

f"M* -j- MV -|- ü* 3 

M* UV -\' v^ — 3 

(m — ü)* 

Man führt nämlich die Multiplicationen in den Gleichungen aus. 
Das giebt z. B. in der 1. Gleichung 

y2 (1 ^ ^2)2 4- a?Ml + yy + ^y (1 + x^) (l+y^)"-3a:^y« _ ^ 

Dividirt man Zähler und Nenner durch x'^y'^, so kann man u und 
V direct einsetzen. — Aus (3) erhält man 

,^. __ jKT— 26 + yi -2^ yi — 2 b—yv^2 ^ 

yTi^ab- 3« — 36 + 2) ' ^ ]f/j(4fl& — 3fl — 36 + 2) 

Dann folgen aus. (2) die Unbekannten selber 

(5) x = ^u + y\u'- 1, y = ir + /it^2~ 1 

Setzt man a = ||^ und 6 = 9, so findet man nach der letzten 
Lösung 

w = |, 2, -2, —1- 

e; = 2, |, — |, -2 



(3) 



a 



= b 
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Darnach wird 

a; = 2, i. 1. 1. _ 1. — 1. —2, — i 

y = l, 1. 2. ^. — 2, — ^. — 1, — 1 

Wegen der gleichen Werthe 1 = 1 und — 1 = — 1 erhält man 
nur 8 Wurzelpaare, sonst würde man 16 erhallen. Die Elimi- 
nation der einen Unbekannten muss für die andere eine Glei- 
chung vom 16. Grade liefern. 

Statt der gegebenen Gleichungen hätte man auch allgemeiner 
in derselben Weise lösen können 



(6) 



x^ + m^xy + y* 1 + pixy + a;*y* 
x} + nxy + ?/* 1 + <y »r .y-f a?»y» _____ ^ 
l-x^ + nixy + y* 1 + qtxy + x^y^ 

Wem die oben gemachte Substitution schwierig erscheint, ver- 
fährt ebenso einfach, wenn er setzt 



(7) 



J7* + y 1 + x^y^ 

—-- = w, - -— = V 

xy xy 



Dadurch gehen die Gleichungen (6) über in 

u -{- m V + p 

« + »»1 w + /^i 

u + n v_+ 9^__ f^ 

woraus sich u und v bestimmen lassen. Dann folgen aus (7j 
nach 341. die Unbekannten selber. 



Dritter Theil. 



Gleichungen mit drei nnd vier Unbekannten. 



A. 



Gleiehungen mit drei Unbekannten. 



1, 



{t/ + z) (x + y + z) = a 

{x -^^ z) (x + f/ + z) = b 

_(^ + y) {^ + y + z) = c_ 



r — a 4- b 4- c a — ä4-c 
L. X = - =T, y = ' — 



a -\- h — c 

a. Man suche die Unbekannten, unbekümmert um den in 
allen Gleichungen vorkommenden gemeinschaftlichen Ausdruck 
X + y + z. Das giebt 

2x [x '\- y -j- z) = — a •]- b -\- c 

(1) 2'y(x + y + z) = a — b + c 

2 z [x '\- y -{- z) = a •{• b — c 

Jetzt ist aus den so gefundenen Unbekannten der gemeinsame 
Ausdruck zu bilden, d. h. hier, man hat die Gleichungen zu 
addiren und erhält 

2(x + y + zY = a + b + c, 

^ ^ also X + y -\' zv=^\y2 [a + b -\- c) 

Dies in (1) substituirt, ergeben sich die Unbekannten selber. 

b. Oft ist es einfacher, zuerst den gemeinschaftlichen Aus- 
druck zu suchen. Hier kann man nur die gegebenen Gleichungen 
addiren, so ergiebt sich a; + y + 2:, wie in (2) angegeben. Dann 
sind aber auch die Unbekannten selber leicht bestimmt. 

c. Der Uebersicht halber führt man eine neue Unbekannte 
ein und setzt z. ß. 

(3) rC -I- 2/ + Z = y, 

SO dass die gegebenen Gleichungen übergehen in 

y -\- z = at 
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A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 



Hieraus folgt 

(4) x = ^(—n + b + c)i y = :^{a--b + c)i 

Dies ist in (3) zu substituiren. Das giebt 

^{a + b+ c)t=] 

2 

y2(a + b+'c) 

Daher ^egen (4) die unbekannten selber, wie oben angegeben. 






2. 



(2x — y + z) {x + y + z) = d 

(x + 2y — z) (x + y + z) = 1 
Ja: + y — 2z) {x + y + z) = A 



L,x= + 4^ — 4 

t/ = - 2i -f- 2 

^=- li + l 



3. 



4. 



X = « j/x + y -^ z 

y =b]/x + y + z 

z = c y X + y + 2; 

L. x = a (a + & + c), y = 6 (a + & + c), j = c (a + 6 + c) 

Dazu kommt nach o: = y = :r = 

y (^ + y + 2) = ö 
z (o: + y + 2) :=2 c 



L. o; = ,T- 



y = 



^fl + ö+c* ^ J/a + b+c/ Ya + b+c 



p, rir:y:2 = a:6:c"| 



+ y' + 

L. a: = 



am 



Ya^J^bt^c^' 



y = 



^m 



cm 



Wegen der 1. Bedingung ist man berechtigt zu nehmen 
(1) X = at y = bi z=^ct; 

denn man hat 

X y z 

a b c* . - 

kann also diesen Quotienten = t setzen. Dies in der 2. Gleichung 
substitnirt, liefert t, und somit sind dann in (1) auch die Unbe- 
kannten selber gefunden. — In Worten würde diese Aufgabe 
so heissen: 

Welche drei Zahlen verhalten sich wie a:b:c, 
während die Summe ihrer Quadrate = m^ ist. 



A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 
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L X 



= {b + c): (a — c) : [a + h) 



2_y2 ^ ^2^2m2 



] 



(a + 6) TW 

- Ta: : y : z = ( — a + 6 + c) : (a — 6 + c) : (« + 6 — c)1 
L x'^ + y'^ + z^ + xy -{- xz -^ yz^= 2m^ J 

L j^ _- (~_^+ ^ + c) >» _, (a — & + c) ^« 

z = (^ + ^ — g) >» 
' U^ + ^P + (o: + zP + (o: + y)\= iJ 

T — a + i + c a — b 4- c 

2ya^ + b^ + c^' ^Va^ + b^ + c^' 
a + ft — c 

g ["— a: + y + z:ir — y + z: x + y — 2 = a : 
L a;yz = m^ 
f ^ (^ + c) ?» ,, (a+_c)m ( a + b) m 

^' ^ — ;; » y — ~ ' ^ — ;: 

r = f\b + c)[a + c) [a + b) 
y '\- z = 2axyz 



1 



10. 



X '\- z ==■ 2bxy z 
X -\- y = 2cxyz 



— a-|-6 + c a — ft + g a + fe — c 

;; » y == :; — » 2: = — 

r r r 



11. 



L. x = = •—, y 

r = ]/{— a + b + c) [a — b + c) {a + b — c) 
Dazu kommt noch x = y ^=: z = 0*) 

y + z = a{x + y + z) xyz 
X -{- z = b [x -^ y '\- z) xyz 
X + y = c (x + y -^ z) xyz_ 

L. a: = =^— L-, y ;= — I-, 



a -|- 6 — c 



rz=^f/4:{a + b + c) {—a + b + c) (a — b + c){a+b—c) 



*) Bei manchen folgenden, wie auch schon bei früheren Aufgaben, 
welche diese gemeinschaftliche und sofort zu erkennende Wurzel haben, 
ist dieselbe der Kürze wegen nicht aftgegeben. 

Bardey, Alg^ebraische Gleichung-en. 16 
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A. Gleicliiingeii mit drei Unbekannten. 



Man hat zunächst x = { — a + b + c) i u. s. w. Dies ist 
in einer der Gleichungen einzusetzen, oder besser noch in der 

Summe derselben 

2 = la + b -{- c) xyz 
Das giebt 

2 = <3 (ö + 6 + c) (— ö + 6 + c) (a — 6 + c) (a + b — c) 



u. s. w. 



12. 






L. a: = ( — 6c + flc + «*) V^9 y = {bc — ac + ab)yu, 

z= [bc + ac — ab) f/li 

2abc 

( — bc -\- ac '\- ab) (bc — ac + ab) (bc + ac — ab) 

Man schreibt die Gleichungen zunäclist so: 

(1) y 4- z = — xyz u. s. w. 

Dann verfährt man nach einer der in 1. angegebenen Methoden. 
Aus den Gleichungen (1) hat man 

o: = i (- -i^ + I + I) rryz = i (— ftc + ac + aft) ff^', 

ist also berechtigt zu setzen 

X = ( — bc + ac -\- ab) t u. s. w. 

a?^ + y' + z^ __ ^ 

— a? + y + 2 

x^ + y^ + z^ ___ . 

jj — y + 2 
x^ + y^ + z^ _____ ^ 
__ X -\-y — 2 

L, X = a (b + c) f/li, y = b {a + c) ^/w, z = c (« + *) /** 

2abc 



33. 



tl 



fl» (6 + c)» + A3 (a + c)» + c» (ö + *)' 



14. 



1,1,1 

X y * z 

6j,_± + i + ± 

^ X y * z 

a? ' y ' 2 



CZ c= — 



h,x = ~ya + b + c, y=\ya + b + c, z = —y^+b + c 

%M' iß C 



A. Oleicliangen mit drei Unbekannten. 
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15. 



x^yz == a 



\j, X = j 



a 



y 



l/abc yahc yahc 

Man sucht zunächst die gemeiDschafUiche Grösse xyz. Mul- 
tiplicirt man die Gleichungen mit einander und zieht die 4. Wur- 
zel, so hat man 

xyz = j/abc u. s. w. 



16. 



xy^z^ = a 

x^yz^ = b 

^x^y^z =^ c_ 



L.x = - l/aH^c'^ y = 4 VaH^c\ z = - yaH^c'' 

a ' o ' c ' 

Die Multiplication der Gleichungen liefert das Product xyz. 
Dann hat man weiter 

x^^=^ — x'^y'^z^ u. s. w. 

a ' 



17 •' 



18. 



^2 = 

xz = b 
\^xy = c 

h. x^= — yab^, y = y j/abc, z = — yabc 

X = ayz 
y = hxz 

z = cxy_ 
f _ ^ _ 1 

Li. a: ^ ,— , y ,y , 

ybc yac 



ni 



19. 



x^ == ay:t 
y3 = bxz 
z^ = ca;yj 
L.x = i/aHc, y = ]/ab^c, z^j/abc 

^ (y + ^) = « ■ 



;,20." 



y (X + Z):^b 

_Z {x + y):= C. 
u 



L. a: = 



4^ 



— a + 6 + c' 



y = 7Tr 



b+c* 



t =■■ 



ü 



a -\- b — c 



u = ^j/2 {— a + b + c) {a — b + c) {a + b 

16* 



-c) 
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Man sehe zunächst die Producte xy, xz und yz als die 
Unbekannten an und bestimme diese, d. b. man addire je zwei 
Gleichungen und ziehe von ihrer Summe die dritte ab. Das giebt 

yz = ^ ( — a + fc 4- c) u. s. w. 
Jetzt hat man die Aufgabe 17. 

(a: + y) (^ + 2) = ö 
21. (a: + y)^(y + z) = & 

A^ + 2) (y + ^) = cA 

— bc'4-ac-\-ab bc — ac -i- ab 
L. X = —. , V = — 

^Vabc ^Vabc 

bc '\- ac — ab 

z = ' — 

tVabc 

Man betrachte hier die Summen x •\' y^ x •\' z und y + ^ 
als die zunächst zu bestimmenden Grössen. Dann findet man 
nach 17. , 

, bc 

y + z = iT^ "• ^- ^^• 

Vabc 
X (x + y + z) = a — yz 

y {x + y + ^) = b — xz 

_z (x + y + z) = c — xy 

L. wie in 21. — Diese Gleichungen sind mit den Gleichun- 
gen 21. identisch, wie man leicht übersieht, wenn man die ün- 
bekannten alle nach links bringt. Um sie aufzulösen bringt man 
sie auf die Form in 21. Sonst wird die Auflösung weilläufiger. 
Man könnte etwa so verfahren. Man schreibt 

a:^ = a — (xy •}- xz + yz) 
y'^ = b — {xy + xz + yz) 
z'^ z=z c — (xy + xz + yz) 

Setzt man die gemeinschaflliche Grösse 

{!) ^y + ^^ + y^ = ^ 

so hat man 



22. 



(2) x=^ya — t,y = }/b—i,z = fc ~ t 
Dies in (1) substituirt, liefert für t die Gleichung 

fi^—t) [b — t) + y[a - /) [c —1) + ]/{b-t) (c-l)=/ 
Man findet aus derselben 

. ^ (—bc+ac -^-ab)* . {bc — ac+ab)^ (bc+ac—ab)^ 

f ' « ^- — r = -"^ — ; = C -— 1 " 

4aoc 4aoc 4abc 
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Setzt man dies in (2) ein» so erhält man die Unbekannten 
ebenfalls, wie in 21. angegeben. 

(x + y — z) {x — y + z):=: a 
23. (y + z -- x) {y — z + x)= b 
_{z + x — y) (z — X + y)= c_ 

T ^ a(ö + c) b(a + c) c (a + b) 

'iVabc ^ ^yabc 2Vabc 

Man betrachte die Factoren als die zunächst zu suchenden 
Grössen. Nach 17. erhält man 

bc 



— oc + y + z = 



Vabi 



u. s. w. 



24. 



X 



-'{y - '? = «■ 

y^ — {x — z)2 = 6 



z'^ — {x — y)^ = c_ 

L. wie in 23. — Diese Gleichungen sind mit den vorigen 
identisch. Um sie aufzulösen, bringt man sie am besten auf die 
Form in 23. 



25 



X (y + z — x) = a 
y [z + X — y) := b 
_z(x + y — z) = c 

T ^ a{— a-\-b + c) b{a 



b + c) c (« + 6 - » c) 

, z = 

r r 



r = /(— a + b + c)la — b + c) {a + b — c) 

Man addire je zwei Gleichungen und subtrahire von der 
Summe die dritte, so kommt man auf Gleichungen von der Form 
23. oder 24. 

x^ — y^ — *^ + 2^2; = — a + 6 + c, d. h. 

[x — y + z) {x + y — z) = — a + b + c u. s. w. 

Oder man setze 

— X + y + z = x^ X — y + z = y^ 
X + y — z = z^, 

so gehen die Gleichungen über in 

(^1 + Zi) Xi = 2a 

_(^i + yi) ^1 = 2c_ 

Aus diesen Gleichungen sind nach 20. leicht die Unbekannten zu 

beslimmen. Dann liefern die Gleichungen (1) die Unbekannten selber. 



(1) 
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26. {x + z) {x + 2y + z) = a + c 
(x + y)(x + y + 2z) = a + bj 

L. wie in 21. — Man setze 

y + z = x^ X + z^=y^ X + y = Zi 

so nehmen diese Gleichungen die Form 20. an. — Addirt man 
je zwei Gleichungen und subtrahirt davon die dritte, so erhält 
man die Gleichungen 21. oder 22. 



27. 



^(y + ^) = (* + ^) (^ + y + «) 

y {x + z) = (a + c) (x + y + z) 
_z (x + y)z=(a + b) (x + y + z)_ 



a 
c 



[bc + ac + ab); dazu noch 

X = y = z =i 

Man löse, unbekümmert um die gemeinschaftliche Grösse 
X + y + z, wie in 20.,^ so erhält man zunächst 

(1) yz == a (x + y + z) u. s. w. 

Dies schreibt man am besten so 

xyz 



a? = — 



1^ 
a 



a? + y + 2 



Man darf also setzen 

(2) 



/ i t 

X = —, y = -Tf z = — 

a ^ b c 



Dann ist noch t durch Substitution von (2) in einer der gegebenen 
Gleichungen oder in (1) zu bestimmen. 



28. 



X = a^ [x + y + z) yz 

y = b"^ (x •+ y + z) xz 

z == c^ (a: + y + z) xy 

, a h c 

L. X = —, y = —, z =z — 
r V r 



r = ^a 6 c (a + ft + c) 

Dazu kommt noch o; = y = 2; = 0. Die Bekannten a, h, c 
können beliebige Zeichen haben. Das giebt im Ganzen, die 
Wurzel mit eingerechnet, 9 Lösungen. — Man multipHcirt die 



J 
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Gleichungen der Reibe nach mit x, y, z und zieht die Wurzel, 
so hat man zu lösen 

X^=^at ytz^bt z z=: et 

t = j/(x + y + z) xyz 



29. 



y_ 

z 



a 



+ - = 

y X 

X . z b 

2 w y 

— + ^ = — 



L.x=^j/ {a — b+ c ){a+b — c), y=^j/{a+b-^c){—a+b+c) 
z=^j/{a — b + c) {— a + b + e) 

Man schreibe die Gleichungen so: 

oc^ {y^ + z^) = axyz u. s. w. 

Jetzt ähnlich, wie in 20., verfahren, liefert 

y'^z^ = ^ ( — a + b -i- c) xyz, also 
(1) 2 xyz == ( — a + b '^-' c) x^ u, s, w. 

Diese Gleichungen multiplicirt, giebt 

xyz z=i^ {— a + b -i- c) {a — b + c) {a + b — c) 
Dann folgen aus (1) die Unbekannten selber. 



30. 



y + 2 



y«z« 



ax 



X -^-z 



a?*z* 



^+.v ' 



_a?*y* 



h. X == 



by 



cz 



— fl + Ä + c' ^ ~fl-4rf"c' ^^^ a + b—c 

r = y2(—a + b +~c) (a — b + c) (a + b 

Man schreibt die Gleichungen in dieser Form 

a; (y + z) = ax'^y'^z^ u. s. w. 

Dann folgt nach 20. 

yz=: ^ { — a + b + c) x^y^z^ u. s. w. 



-c) 



Die Multiplication liefert xyz = ^ u. s. w. 



248 



A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 



31. 



X = 

y = 

z = 

L. X 



« (^ + y + «) P ocyz 

b (x + f/ + z) p^xfjz 
c [x + y + z) p xyz 



n b 



c 
r 



(b — c) X + (c -- a) y + (a — b) z = 
32. ax + {a — c) y — cz = 

{x + yY + (x + zY + (y + z)^ = 4 [a^ + b^ + c^)^ 

L. a; = + ( — a + 6 + c) , y == + (« — b + c), 
z = + [a + b — c) 

Aus den beiden erslen Gleichungen lässt sich das Verhältniss 
der Unbekannten bestimmen. Man erhält 

o? : y : z = ( — a + b '\- c) : [a — 6 + c) : (a + ^ — ^) 
Jetzt weiter wie in 5. 



33. 



(6 + c) a: + (c — a) y — {« + b) z 
bx + [c — a) y , — 6z = 







34. 



X +y -{- z^ ^='' a^ ^» b'^ + c^ 
L. a: = + «, y =3 + ''» z ■= + ^ 

[ (2a + ö + c) ir — (a + 2/> + c) y + (a — ^^) z 
(2a + & + c) a: + (ö — c) y — (ö + 6 + 2 c) z 








I 7J; i I\2 I 



L. a: = 



{b + cY ' Cfl + c)2 ' (ß + ^)2 

Ä+c a+c a+Ä 

— — ' — , y = — ' — » ^ = — - — 
r ^ r r 



= 1 



^ = /a + 6 + c 

a:(l-^) + y + z = 
35. a; + y (l — -^,) + z = 

o: + y + z (l — ^,) = 

L. a: = a (a + & + c), y = ft (a + Z> + c), z = c (a + 6 + c) 

Dazu kommt noch a; = y = z = 0. — Ausserdem können 
die liekannten mit ganz beliebigen Zeichen genommen werden. 
Das glebt im Ganzen 5 Lösungen. 
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36. 



y -j- 2; = ao; + xyz 
X '\' z = hy + xyz 
_x + y = cz -]- xyz 

r 



\j, X = 



y = 



a + V ^ h-\-V ^ c + 1 



ahc 



Aus der Differenz je zweier Gleichungen folgt zunächst 



37. 



yz 



X : y : z = 

xyz 



y+z 

xz 
X -{- z 

xy 



b+c 
xyz 



X 



xyz 



ß+1 • 6 + 1 • c + 1 



L. o; = ar, yz=zbr, z := er 
r a * o c 

Man kann die Gleicliungen zunächst so schreiben: 

y + z = {b + c)(-^ + j + ^)u. s.w. 
Dann ergiebt sich aus denselben 

X = a( 1 1 ) u. s. w. 

\x y z/ 

(2x + y — 4:z) {x + y + z) = 24: 
{x — 2y + 2z){x + y + z) = 6 
(— 2x + 3y + 6z) {x + y + z) = 30 
L x=+3, y=+2,z = ±l 

[x + 2y — 3z) {00 + y + z) — 2 (xy -|- xz + yz) = — 12 

(2 X — 3y + z) [x + y + z) + [xy + xz + yz) = 61 

jSx — y + '^z) [x + y + z) — 5 {xy + xz + yz) = 5_ 

L. Ä = + 5, y = + 3, z= +2 



38. 



39. 



Dazu noch die imaginären Wurzeln 



63 



135 



^'^ + ^CriÖ79' y — ± J/— 1079 



z= + 



58 



-^ V— 1079 



Man führe neue Unbekannte für die gemeinschaftUchen Grössen 
ein, und setze also 

(1) X -{- y -i- z = t xy + xz -^ yz ==^ u 

und löse, unbekümmert um t und u, die Gleichungen auf. 
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Das gi<*bt 

"1x1= 9 + litt' 

lyt = — 162 + 12« 

Izt = — 77 + lu 
Dies ist für (1) zu benutzen, um ( und u zu bestimmen. Erstens 
aüdirt man also die drei Gleichungen, zweitens multiplicirt man 
je zwei derselben mit einander und addirt die drei Producte. So 
erhält man aus (1) 

t^= — 230 + 30w 
10323 — 4öl6w + 293 

Hieraus sind u und i zu bestimmen. Es wird 



(3) 



r it 

L49w/2 = 



uU 



w = 31, 



333 
83 



< = + 10, +10 



r 8^ 



13 
83 



Dann ergeben sich aus (2) die Unbekannten selber. 

Anstatt xy + xz + yz hätte auch in den Gleichungen ebenso 
gut a:^ + !/24-^^ stehen können, ohne dass dadurch die Auf- 
lösung wesenUich geändert zu werden brauchte. Denn die Glei- 
chungen 

(4) [ax + hy '\- cz) [x + y + z) -{- n [xy + a;z + yz) = Ä und 

(5) [a^x + 6,y + c^z)[x + y •\- z) -f w, [x'^ + y^ + «^) =4 
lassen sich auf einander reduciren. Es ist 

^^ + y^ + «^ = (^ + y + 2^)^ — 2 [xy -f arz -f yz) 
Dies in (5) substituirt, giebt 

[(«1 +Wi)^+ (^ H-'^ily + (^i +Wi)^](^+y+^) --2w, (icy-f a:z-f y2)==4 
eine Gleichung, welche in ihrer Form von der Gleichung (4) nicht 

verschieden ist. 

Bisweilen kommen Aufgaben vor, welche sich auf die obige 
(39.) reduciren lassen. Von dieser Art sind die folgenden Aufgaben. 

Die Zahl der Unbekannten ist hier gleichgültig und es kann 
i ein ganz beliebiger homogener Ausdruck des 1. Grades von den 
Unbekannten un4 u einer dessgleichen vom 2. Grade sein. Die 
Auflösung bleibt itDmer dieselbe. 

2 _ 



40. 



X 



y 



yz = a 
xz = b 



_z^ — xy = c 



L. X = 



a 



bc 



y = 



h^ — ac 



c* — ah 



r 



r=^y^^ •\. h^ + c'^ — Zabc 
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(2) 



Nach der zu 39. gemachten Bemerkung, um diese Aufgabe 
auf die Form der vorigen zu bringen, setzt man hier versuchs- 
weise 
(1) x^ — y^ == {(XX + ßy + yz) (a; + y + z) +w {xy+ xz + yz) 

Dann muss sein, wie aus der Vergleichung der Coefflcienten auf 
beiden Seiten hervorgeht, 

a = l ß = y = 

Durch die ersten 3 Gleichungen werden auch die 3 letzten erfüllt, 
wenn man n = — 1 setzt. Man hat hier 6 Gleichungen und 
nur 4 zu bestimmende Grössen. Daher wird man nur in be- 
sonderen Fällen diesen 6 Gleichungen zugleich genügen können, 
und nur dann ist die Reduction eines gegebenen Systems von 
Gleichungen auf ein solches, \s1e es in 39. vorliegt, möglich. — 
Statt der oben gegebenen Gleichungen hat man daher in Folge 
der Bestimmung der Coefflcienten der Gleichung (1) aus den Glei- 
chungen (2) zu setzen 

X {x + y + z) — {xy + xz + yz) = a u. s. w. 

Haben demnach t und u dieselbe Bedeutung, wie in 39., ist also 

(3) \x + y + z:=i xy + xz + yzt=^ u, 

so lassen sich die gegebenen Gleichungen auch so schreiben 

xt — u = a 
yt — u = b 

Man erhält hieraus wegen (3) zunächst 

ab + ac + bc , V a^ + A^ + c^ —"3^ bc 
W = ', . / , / = ' i-4— i 



Die Gleichungen 



fl -|- 6 -|- c 



u. s. w. 



y^ + a:z = 6 
z'^ -f- xy='C 

lassen sich nicht auf diesem Wege lösen, sondern führen auf 
eine vollständige Gleichung des 4. Grades^), d. h. sind nur mit 
Hülfe einer kubischen Gleichung lösbar. 



*) Um diese Gleichung des 4. Grades auf eine einfache Weise zu 
erhalten, nehme man ^'-{-^'-h^' ^^ neue Unbekannte, setze also 

(a) aj* -f- y * -|- z 2 = w 
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41. 



y'^ + z^ — X (y + z) = a 
x^ + z'^ — y {x + z) =^ b 

x* + y2 — z [X + y) =i c 

__ ^»^,.»-,ff(/,^,.) fl' + c« — 6 (tt + c) 

L. X — , y — - • 

T T 



r = j[/'2 (a» + 63 ^ ^3 _ 3^5^) 

Nach der in 39. und 40. erörterten Methode kommt man 
leicht darauf, die Gleichungen so zu schreiben: 

(y + z) (o: + y + z) — 2 (a;y + a;2 + y z) = a 

u. s. w. 

Noch einfacher werden die Gleichungen, wenn man a:^ + y^ + z' 
einführt. Dann nehmen sie diese Form an 

— a; (a; + y + 2) + o;^ + y^ + :2^ = a 

— y (^ + y + -) + a;2 + y2 + 2:^ ;= 6 
. — 2 (a; + y + z) + n?2 + y^ -|- 2;^ = c 

Darin ist wie oben 

^ + y + ^ = ^ und a;^-|ry^ + z^ = M 

zu setzen. Dann findet man zunächst 



42. 



^2 + (y — z)2 = a 
y2 + (o: - 2)2 == 6 
_z2 + (o: — y)2 == c 

L. o; = ^ (/ä~— 6 + c + '/a + b — c) 
y = i (/ ^ + ^ — g + j/ö -- « + c) 
z=:^{j/c + a — b + ]/c — a + b) 



Dann kann man die Gleichungen auch so schreiben 

(a? + y — 2) (o? — y + z) = 2a — w 

(x + fj — z) {— X + y + z) = 2b — u 

(07 — y + 2) (— o; + y + z) = 2c — M 

Hieraus lässt sich nach 23; a;, y und z bestimmen, unbekümmert um«. 
Das ist in (a) zu substituiren , so erhält man für u eine Gleichung des 
4. Grades. . 



A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 



253 



Diese Gleichungen lassen sich nicht in ohiger Weise behandeln. 
Ein Versuch, sie auf die oben angegebenen Formen zu bringen, 
zeigt dies leicht. Man kann sie 'aber so schreiben: 

{x + y — zf + {oc ^— y + z)^ = 2a u. s. vv. 

Sieht man dann oc + y — z, oc — y + z, — x + y + z 3^& 
die zu suchenden Grössen an, so erhält man 

— X -{-y -{■• z = }/ — '■ a + ö + c u. s. w. 



43. 



x^ + 2 X {i/ -{- z) + yz := a 

y*^ + 2y {x + z) + xz = b 

_z^ + 2z (x -{■• y) -\- xy = c_ 

Sa — b — c — r 

L. x = 



Sb — a — c — r 



^Va + b + c — Sr' ^ 2//« + 6 + c — 3r' 

3c — a — b — r 

^ ^^ 2 Kö + 6 + c — 3r 

Man kann die Gleichungen so darstellen: 

X [x -\- y + z) '\- [xy + xz + yz) = a u. s. vv. 
und findet dann zunächst bei der Bezeichnung in 40. (e3) 

a -\- b -{- c -{- r 



U 



~, ^ = ^]/a + b + c — 3 



44. 



— ^^ + y^ + ^^ + y^ — ^^ — xy = a 

x^ — y^ + z'^ — yz + xz — xy == b 

x^ + y^ — ^^ — yz — xz -{- xy ^=:= c 

— a^ -^ b^ -{- c^ -{• bc — ac — ab 
L. X = ~ 



y 



^Va^-^-b^ + c^ — Sabc 
a^ — b^ -\- c^ — bc -\- nc — ab 

2 ya^+b'^^cr— Sab~ 

a^ + b^ --^2 — bc -^ac + ab 

^ 2Fa8^Ä.3 + c8— 3abc 

Durch Addition je zweier Gleichungen kommt man auf das 
System 40., nämlich 

a;2 _^ y^ ~- ^ ^fj ^ ^) y g ^ 

Will man direct lösen, so hat man nach 40. (3) 

( — X + y + z) t — u= a 
{x — y + z) t — u = b 

{x + y -^ z) t — w = c 
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Daraus zunächst 



Man findet dann 



2xi = 6 + c + 2w u. s. w. 



_ (a + b + c)* + bc + ac + ab ^^3 ^ ^3 ^ ^a _ 3^^^ 

" 4 (ö + 6 + c) • 2(a + b + c) 



45. 



46. 



47. 



'2x^ + y^ + z^ -'yz = 9 
x^+ 2y2 + z^ — xz=^6 

L. x = ±2, y — ±1, z = 

Man schreibe die Gleichungen so: 

(2x + y + z) (x + y + z) — 3 {xy + xz + yz) = 9 

u. s. w. 

2x^ + X {y + z) — yz = a 
2y^ + y (a: + z) — xz := b 
2z^ + z [x + y) — xy = c^ 

Sa + r Sb + r 

3c + r 



3^2 (« + 6 + c + r) 



y 



r==j/3 (ab + ac + bc) 
^ + z^ + yz = a^' 



x^ + z^ + a;2 = 6 
_a:^ + y^ + xy s=^c^_ 

3(_fl2 + 58 + c*) + r 



L. a: = 



_ 3(a» — &g + g*)+ 'L 
3 K2(a* + 6*+^M^' ^ "" 3 y2(a^ + b^ + c^ + ry 
3 (a« 4. ji — c«) + r 



r = J/S [a + b + c)(—a + b + c){a — b + c) [a+b-^) 

Man hat hier zunächst 

(y + z) (x + y + z) — {xy + xz + yz) = a^ u. s. w, 

Das giebt also nach den früheren Bezeichnungen 

2xt = {—a^ + b^ + c2) + u 
2yt=:(a^ — b^ + c^) +u 
2zt={a'^ + b^ -- c'^) + u 

Die Gleichungen für t und u werden hier: 
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r 2t^ = [a^ + b^ + c'^) + 3u 1 

Hieraus findet man* 

u = ^r t = ^ /2 («2 + b^ + c'^ + r) 

Diese Aufgabe lehrt, in einem Dreiecke mit den Seiten 
a, b, c die Linien x, y, z bestimmen, welche von den 
Ecken desselben nach einem Punkte gezogen sind, in 
welchem sie sich unter gleichen Winkeln, d. h. unter 
Winkeln von 120^ schneiden, oder so schneiden, dass 
die Summe der gesuchten Linien, d. h. 

oc + y + z = t 

ein Minimum wird**). — Fuhrt man den Flächeninhalt des 
betreffenden Dreiecks A ein, so wird 

r = 4A/3 
und das Minimum 

t = ^j/2{a^ + b^ + c2) + 8 A Ys 



48. 



x^ + y^ = au 
X -{- y = bu 
X — y = cu 
I ö (6 + c) a {b — c) 



2a 



ö^ + c^' ^ b^ + c^' 6« + c« 

Dazu kommt noch x = y = u = 0. — Man bestimme zu- 
nächst u, indem man x und y eliminirt. 



49. 



J_ , J^ 2a 



X 



1^ 

+ 7 = 



w 
2b 

r 

C 



u = c (l/a + b + y a — b) 



*) Es ist nämlich 
(fl2_52+^2)(^2+j2_c*)+(6«+a2- c«)(6»— a2+c«)+(c«+a«--&»)(c2- a«+6«) 

= 2a2&2 + 2a«c« + 26«c« — a^ — 6* — c^ 
= (a + 6 + c) (a + 6 — c) (a — & + c) (— a + 6 + c) 
**) Vgl. Sohnke, Aufgaben zur Differenzial- und Integralrechnung. 
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50. 



x"" 



- y- = au 

X + y = bu 
_ X — y = CU 

f ^ a{b + c) a{b — c) « 

Dazu kommt nocli x = y = u = 0. 



„51". 



a:y = u^ 

X + y + u==^7 

^^ + y^ + w^= 21 



L. a: t= 4, 1 

y=l, 4 
t/==2, 2 



„Öii^ . 



^ + y + ^ = « 

_ xyz = n^ 

La — n + r 
. X = 



2 



y = n, z = 



a 



n 
2 



r = ](/(« + m) (a — 3«) 

Die imaginären Werlhe von p n^ sind nicht mitgerechnet. 
Dasselbe gilt bei der folgenden Aufgabe. 



53. 



X : y = y: z 

^2 _|_ y2 _|_ 2;2 =z= «2 



xyz 



n 



54. 



55. 



L. x = ^{}/a^ + w2 + j/a'^ — Sn^), y — n, 
r r= ^ {f^+V^ — j/a2_3^2) 

ic + y + z=^21 

(^ — y)' + (^ — z? + {y- z? = 126 

x^ = yz 
L. ic = 6, 6 y= 12, 3 

2 — 1 

(x — y){z + l) = 2a 
L(a;2 — y2) (^ + 1)2 = 46z J 



3, 12 



. a jb + i) — K(fl' — ^>') (I — a*) 

^" ^— «2 + 6 

fl (^> — 1) + )[^(Qg — ^>g) (1 ^~7t}) 



^ = ^^^(«'-0(1-«^) 



A. Gleichnngen mit drei Unbekannten. 
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Man bestimme zunächst z, indem man x und y eliminirt. 
Dividirt man die 2. Gleichung in die 3., so giebt das 

26z 



{x + y) (z + 1) = 



a 



Zwischen dieser und der 2. Gleichung ist die DifTerenz der Qua- 
drate zu bilden, so giebt das mit Benutzung der 1. Gleichung 

2 1 **2* 2 

z^ — 1 = — = a^ 

a: + y = öM 

a:^ + y^ = bu^ 

x'^ -f- y^ + w^ = m^_ 

L- ^ = i w (a + r), y = i^u[a — r) 



56. 



t/ 



f 3« 



Va^ + Sa +2b 

Man eliminire entweder a; und y und suche zuerst u, oder 

man setze 

X — y = tu, also 

oc = ^{a + i) u y = ^{a — t) u 
und bestimme zunächst t = r und dann t/. 



57. 



58. 



X + y = au 

x^ + y* =2 bu^ 

jc^ + y'^ '=. cu'^_ 

L. d? = -^ M (« + j(/2 c — a 7, y = ^ M (« 

26 

" c« + 2«2c — «* 

a; + y = aw 
dj^ -f- y2 5= 6m 

, 3fl6 — 2c + r 3ß6 — 2c — r 

L- ^ = v:t^— y = ^^ — ' « 



^2c — «2) 



3a6 — 2c 



2a' 



'.;a' 



a' 



59. 



r = j/(3a6 — 2c) (2c — oft) 

(T + y =: au 

x^ -{- y^ = bu'^ 
xyu = m^ 

h.x = ^u{a + y^r^'^^), y = ^ M (a — Y^b — o^), 

2m 

ßardey, Algebraische Gleichungen. 



17 
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A. Qleichangen mit drei Unbekannten. 



60. 



2m 



61. 



X + y = au 
a:' + y*^ = bu^ 

X^ + y'^ =: m*U_ 

L. X und y wie in 59., nur u = 

a: + y = 2«M 
x'^ + y^ = 2bu^ 

_x^ + y« + u^ " c'*^ 

L. a: = (a + r) w, y = (a — r) m, r = f/ft — a 



^4« (56«— «*) 



u 



f(« + r)^"+(«^rr+l 



62. 



a:* + y^ = ft^w 
xy =. cxi^ 

L. a: = ^ M (a + j/a '^ — 4c), y = ^ m (a 

6 



/^2Tr4c) 



ya^ — ^a^c + 'Zc* 



63. 



a: + y = aw 

- a:' + y^ = c 

ySab — 2c + y2c. — ab y^ab ^ 2c — V'lc — ab 

2ySab — 2c * ^"^ 2f/3ab — 2c 

u^ — f/Sab — 2c 



L. a: = 



64. 



a; + y ■= aw 

^5 ^ y5 _- Jj^ 

^ a:y =3 2c _ 

L. a; = ^(/r+5c + /r — 3c), y=^(]^r+5c — j/r—Scl 

M = — j/r + 5c, r = 7/5 c^H 

Man eliminire entweder a; und y, und bestimme zuerst u. 
Dann folgen aus der 1. und 3. Gleichung aueh x und y. Oder 
man eliminire u und suche, da xy gegeben ist, zunächst x^ + y'^* 
Man erhält 

ic^ + y^ = <^ + '^ 



A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 
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65. 



« (y — 1) (« — 1) = 2a 
x'^{y^ — 1)(« — 1)2 = 46« 

X^ (y3 _ Ij („ _ 1)3 = 6c«2_ 
f a(b — r) 6 + »• a* rzr-, 5- 



Man bestimme zuerst m, indem man a: und y eliniinirt. Divi- 
dirt man die 2. Gleichung dui'ch das Quadrat der 1., so erhält 
man 

^ = *4 aUo y = ,*^i+4 

Divldirt man die 3. Gleichung durch den Kubus der 1., so giebt 
das 

y' + y + ^ ^<^^^ 

(y — 1)« 4ä3 

Hierin ist für y der gefundene Werth zu substituiren. 



„66." 



a 



X \\i — 1) _ 

a?* (tt« — 1) 

— ' = 5 

y*— • 1 

a?3 („3 __ 1) 

^^ ^ — o 

t/'-i 



T 6^ — a at4-l bt-\-a 

L. a; = — — r, y = -t—t, m = rr-* — 



(1) 

(2) 



Durch Elimination von x erhält man: 

u + l y — l _b_ 
u — 1 y + 1 a* 

M* -f- ^ 4" 1 (y — 1)* c 

{u - 1)*~ * y2+y + l ~ ^ 

4 

Diese Gleichungen sind bis auf *die Bekannten ganz dieselben, 
welche in II, 326. gelöst sind. Man wird darnach etwa setzen 

y+l at.^ho'^^^ 
y — 1 u — 1 a 

Das giebt, wie oben angegeben. 



y 



= 7^1' « = 



bt — a 



Dies ist in (2) einzusetzen, so erhält man t. Darnach ergiebt sich 

X aus der 1. Gleichung. 

17* 
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A. Gleichung^en mit drei Unbekannten. 



Für « = 31. 6 = 341 , c = 4681 erhält man / = + ^, also 

ir == 1 , y = 2, tt = 32 oder 
a:= 16, y = i, w = -gly 

Denkt man y" für m gesetzt, so ist ^ '^ die Summe der 
Glieder einer geometrischen Reihe, deren erstes Glied x, deren 

Exponent y und deren Gliederzahl = n ist. Ebenso ist — ^\ ^"7 ' 

ff 

die Summe der Quadrate der Glieder einer solchen Reihe und 

^ ^ "T die Summe der Kuben. Mit diesen Gleichungen ist 
y — 1 . 

daher folgende Aufgabe gelöst: 

Von einer geometrischen Progression ist die 
Summe der Glieder ^=3 a, die Summe der Qua- 
drate derselben = 6 und die Summe der Kuben 
= c. Wie gross Ist das 1. Glied, der Exponent 
und die Anzahl der Glieder? 

Das 1. Glied x und der Exponent y sind oben angegeben. Die 

Anzahl der Glieder ist n, und y^ == u. Es muss die Anzahl dem- 
nach sein 

log« 

" \ogy 



n 



67. 



a 



X {u — 1) 

~y^~^~ 
.y* — 1 

x^iu^— 1) 

i i : ; /» 



c 



/ 2 7 

L. a;, V 'ind u sonst wie in 66., nur t = "F -= 

Mit diesen Gleichungen ist folgende Aufgabe gelöst: 

Von einer geometr. Progr. ist die Summe aller 
Glieder = a, die Summe ihrer Quadrate = 6 und 
die Summe ihrer 4. Potenzen = c. Wie gross ist 
das 1. Glied x, der Exponent y und die Anzahl 
der Glieder «? 

lieber die Deutung der Gleichungen und die Auffindung der Anzahl 
der Glieder n ist bei der vor. Aufgabe das Nöthige benierkt. 



A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 
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68. 



a 



X {u — 1) 

L y^ + 1 — "^ 

L. X, y und m sonst wie in 66., nur 

Auch diese Gleichungen lassen leichl eine Deutung in Worten zu: 

Von einer geometr. Progression ist gegeben die 
Summe der Glieder =a, die Summe ihrer Qua- 
drate = b und der Ueberschuss der Summe der 

4. Potenzen der ungeraden Glieder (des 1., 3., 

5. u. s. w.) über die Summe der 4. Potenzen der 
geraden Glieder (des 2., 4., 6. u. s. w.) = c. Wie 
gross ist das 1. Glied x, derExponent y und die 
Anzahl der Glieder n? 

Vorausgesetzt ist hier, dass die Anzahl der Glieder ungerade ist, 
so dass die Division 



y* + i 



y* + i 



aufgeht. Ueber die Deutung der Gleichungen u. s. w. s. 66. 



69. 



a 



= b 



X (u — 1) 

w^ {u^ — 1) _ 

x^ (u'= — 1) 

_ 2/5 — 1 ~ _ 

L. X, y und u sonst ganz vsie in 66., nur 

i = 7/ 5«' Jaf^^ — c)+ yWaUab'^ — cY + bac {a^ ' 



Ä2)2 



Ueber die Deutung dieser Gleichungen ist das Nölhige in 66. 
bemerkt. Die zugehörige Aufgabe wird demnach heissen: 

Von einer geometr. Progression ist die Summe 
aller Glieder = a, die Summe ihrer Quadrate = ö 
und die Summe ihrer 5. Potenzen = c. Wie gross 
ist das 1. Glied u. s. w. 
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A. Gleiehnngeii mit drei Unbekannten. 



70. 



.T 



3 „3 



Ul z=2~~ 



U 



W~yY b 
.{x — yY u^=c(x + y)^ 

c__ V^h — Yia-'b + ^yä^J 

^~W Y^a-b-^fa-b 

_ [yiT^ij-- y^^^b) b ysb 

Durch Multiplication der beiden ersten Gleichungen erhält man 

X* + a?*y' + y* a 

(a^'-y*)* 'b 

« 

Diese Gleichung ist in II, 265. schon behandelt worden. Man 
findet daraus 

x + y y^a-^'b + ^y^^^b KsÄ 

«— y yü yiv^^ — 2yi^^b 

Hier ist die letzte Formel gewählt und daher gesetzt 

X + y = X y^b 

x — y = X (j/4 a —~b — 2 }/a — b) 
Daraus folgt 

x'^ + 2^2 _ 12 ^4^ _: ^ (j/4,a~b — 2 j/^^~^^b) 

xy = A2 yä—b (y^a-^ — 2 J^a — &) 

Aus (1) und (2) sind in der 2. Gleichung für o; und y die ge- 
fundenen Ausdrücke zu setzen, so erhält man u, da ^ sich heraus- 
hebt. Ist u gefunden, so ergiebt sich aus (1) und der 3. Gleichung 
X. Dann liefern die Gleichungen (1) die Unbekannten selber. 



(1) 



(2) 



Anhang. 



71. 



ex -{- (b — a) z = yz 

ay + [c — b) X :==: xz 

bz -f- [a — c) y =z xy 

L. a: = a, y ^=: b, z = c 



Dazu noch o: = y = z === 0. 



A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 
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Die vollständige Auflösung dieser und der folgenden Glei- 
chungen führt auf eine Gleichung des 4. Grades, die Wurzel 
nicht gerechnet. Denn dass den Gleichungen durch o: = y = z = 
genügt wird, übersieht man sofort. — Wegen der Eigenthümlich- 
keit der Gleichungen lässt sich eine Lösung leicht finden. Man 
umgeht die Auflösung einer Gleichung des 4. Grades, wenn man 
die Gleichungen, anstatt nach Xy y, z aufzulösen, nach a, fr und 
c auflöst. Man erhält dann direct 

und damit die Lösung 

X = a, y = bj z = c 

In derselben Weise lassen sich die folgenden Aufgaben dieses 
Anhangs lösen. Die Wurzel kommt bei allen vor, sie ist der 
Kürze wegen nicht angeführt. 

ax + bz — cy = x'^ 



72. 



73. 



74. 



75. 



76. 



by + ex — az = y'^ 
_cz + ay — bx ^=^ z^ 
L, X = a, y == b, z =^ c 

"(a + b) {x — y) + 2 [a — b) z = x^ — y^ 
(b + c)iy — z) + 2{b — c)x = y^ — z^ 
(c + a) {z — x) + 2 (c — a) y = z'^ — x'^ 

L.x = ^{—a + b + c),y = ^(a — b+c), z = ^{a + b — c) 

Hier findet man zunächst a^=y + z,b = x + z, c = x + y 

"(6 + c) {x — y) + {a — b) y ==2 [x — yf 
{c + a){y — z) + [b — c)z = 2[y — z)'' 
{a'\-b)[z — x) + {c — a)x=:2[z — xf_^ 

L. o: = 1(6 + c), y = 1 (« + c), z = -^ (a + 6) 

Man findet hier zunächst a = — x + y + z u. s. w. 

'[a •{- b) [x + y)— [b + c) z = 2yz 

^ + <^) [y + ^) — (a + c) a; = 2xz 
_{a + c)[x + z) — [a + b) y = 2xy 
L. wie in 74. 



X 



'2bx—i— a + b + c) z == j^ 
2cy — {a — b + c) x = 2y^ 
2az — {a + b — c)y = 2z^ 

L. wie in 73. 
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B. Gleichungen mit vier Unbekannten. 



(—a+b+2c)x+{a—b+2c)tj+{a + b+2c)z=2(a:-+i/') 
77. (—a+2b+c)x + {a+2b+c)tj+{a+2b'—c)z=2{a:--l-z^) 
j2a + b + c)x + {2a—b + c)y+i'^a+b — c)z=z2(t/^+z^] 
L, X = b'+ c, y = a + c, z = a + b 

Man flndel zunächst a = ^ ( — x + y + z) ü. s. w. Diese 
Auflösung ist etwas weitläuGg. Ordnet man jedoch nach a, b 
und c, so kommt man leicht darauf, der Abkürzung wogen zu 
setzen 

\[—x + y + z)=X, \{x — y + z)=Y, ^ {x + y — z) = Z. 

Dann kann man die Gleichungen auch so schreiben 

X(a — X) + Y{b— Y) + 2{X + Y + Z) (c — Z) = 

u. s. w. 
Sieht man hierin 

a — X b— Y c — Z 

als die Unbekannten an, so erkennt man sofort, dass diesen 
Gleichungen genügt wird durch 

a — X=0 b — Y=0 c — Z = 

d- h. a = X = ^ { — ic + y + z) u. s. w. 



B. 



Glekhungen mit vier Unbekannten. 



78. 



X + y = 7 

u + v = S 

x + u^ = 8 



L. ir = 4, 7 

y = 3, 

w = 2, 1 

v= 1, 2 



Man addire die beiden letzten Gleichungen, so erhall man 
mit Benutzung der 1. Gleichung u^ + v^ = 6. Diese mit der 
2. Gleichung combinirt, liefert u und v. 



79. 



X + y = 12 

U + V = 4; 



x^ + u 



2 -. 



34 



y2 ^ v^ = 50 



L. a: = 5, Ö|^ 
u = 3. I 



6. Gleichungen mit vier Unbekannten. 
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Man elirainire y und v aus der letzten Gleichung mit Hölfe 
der beiden ersten Gleicliungen und combinire das Resultat mit 
der 3. Gleichung, so kann man x und u bestimmen. 



80 



Vx'. y\u\v 



L. X = 



[—a+h+c):[a—h+c):{a+h — c)\ [a+h+c) 

x^ + y^ + w^ + v"^ = m^ 

{a — b -\~ c) ?n 



] 



u 



( — a -^ b -\- c) m 
(a -\~ b — c) m (a-{- b -^ c) m 



„81-. 



Man verfahre ganz wie in 5. und setze 

X = { — a + 6 + c) ^ u. s. w. 

u + V = b 
xy = UV 



X 



+ y^ + W^ + t;2__-^ 



L. o; = I (a + j/cj--^ y = | (a — ^c — 6^ ) 
M = I (6 + /c — a^) v = ^ (ö — /7^3^) 

Man bestimme zunächst das Product, setze also 

xy =1 UV =■ t 

Quadrlrt man darnach die beiden ersten Gleichungen, so erhält man 
mit Benutzung der vierten 

. 4/ = a2 j^ 1,2 _^ c, d. h. 
^xy = 05^ + 62 — ^ mj(] 4w2; = a^ + 6^ — c 

Diese Gleichungen sind mit der 1. und 2. zu combiniren. 

Diese und die folgenden Aufgaben, in welchen die Gleich- 
heit zweier Producle aus je zwei Unbekannten vorkommt, lassen 
sich leicht in Worte kleiden. Aus 



xy = 
folgt die geometrische Proportion 



UV 



X \ u-= V \ y 

Für die vorliegenden Gleichungen 81. hat man also: 

Vier Grössen bilden eine Proportion. Die Summe 
der äusseren Glieder ist = a, die Summe der 
inneren =6 und die Summe der Quadrate aller 
Glieder ;= c. Wie heissen die vier Grössen? — 

Die L Grösse heisst o; = ^ (a + /c — 6 2), die 2. Grösse 
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B. Qleiehang^ii mit vier Unbekannten. 



u^^(b + Yc — a^\ die dritte Grösse v = ^ (ft — /c — a^) 
die 4. Grösse y = ^ (a — Yc — h^). 



.,82". 



v = \{b — }/b^ — 4/) 



a: + y = a 

xy = uv , 
je' + y' + m'* + r* = c 

L. a: = ^ (a + /a^ — 4/) 

w = ^ (6 + yit — u) 

«» + &» — c 
' " 3 (fl + 6) 

Man verfahre ganz wie in der vor. Aufgabe. Zunächst ist 
xy = UV = i zu bestimmen. Aus der Addition der Gleichungen 

{x + y)^ z=zx^ + y^ + ^xy [x + y) 

(m + vf = «' + !;' + ^uv [u + v) 

folgt mit Benützung der gegebenen Gleichungen 

«8 + 6» = c + 3 (a + 6) ^ u. s. w. 

In Worten: Vier Grössen bilden eine Proportion, 
X : u z= V : y. Die Summe der äussern Glieder ist 
= a, die Summe der innern =6 und die Summe 
der Kuben aller 4 Glieder ;=c. Wie heissen die 
vier Grössen? ^ 



83. 



X + y = a 

u + V := b 
xy = UV 
je* + y^ + m"* + t;* = C 
L. sonst v^ie in 82., nur 

Man hat hier 

(o; + y)^ = x^ + y^ + ^xy {x + yf — 2x'^y'^ u. s. w. 

(vgl. I, 376.) 

In Worten: Die Summe der äussern Glieder einer 
Proportion ist==a, dieSummederinuernGlieder 
= 6, die Summe all er 4. Potenzen ==c. Wie heissen 
die Glieder der Proportion? — x, u, v, y. 



B. Gleichungen mit vier Unbekannten. 
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84. 



X + y z=^ a 
M + t; = 6 
xy = UV 
x^ + y^ + u^ + i;-^ = c_ 

L. wie in 82., nur 

5 (a^ + ^^) + y^ («^ + ^^)' — ^0«^ («* — ^')' + 20 (g +T) 'c 

10 (« + b) 

Hier ist ebenfalls die in I, 376. angegebene Formel zu 



t = 



benutzen 



(x + y)^ = x^ + y^ + 6 {x + y)^ xy — 6 (x -{- y) x^y'^ 

In Worten: Die Summe der äussern Glieder einer 
Proportion ist = a, die der inner n=: 6, dieSumme 
der 4. Potenzen der 4 Glieder = c. Wie heisseu 
diese Glieder? — x, u, v, y. 



85. 



86. 



xy = UV 

X + y = a 

u + V = b 

ux + vy = c_ 

L. wie in 82., nur 

/ = -^(a2 + 62 + j/(a2 + 62)2 ^ jg^ (^ 



xy = Mt; 

« + y = « 
u + v == b 

Ly + v 



ab)) 



f ^ (ac — b) c 



6c 

^2 



a 



r 



u 



{bc — a) c 

~ c« — 1 ' 



v 



ac 



c» — 1 



Das System kann nur als quadratisch angesehen werden, 
wenn man auch die Wurzel oo gelten lässt. 

In Worten: Wie heissen die Glieder einer Pro- 
portion, wenn die Summe der äussern Glieder 
= a, die der innern = 6 und der Quotient aus 
der Summe der beiden ersten Glieder durch die 
Summe der beiden letzten Gliederte ist? — x, 
u, V, y. 
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B. Gleichungen mit vier Unbekannten. 



X + y = a 
Hl. " + %=* 

« (c — d)'\-br b {c — d) — «r 

" ~^+~b^~~* 'l fl« + Ä« 

liier ist gesetzt x — y = t und u — v = t^ Sind dann 
mit Hülfe der beiden ersten Gleichungen die Unbekannten durch 
/ und t^ ausgedruckt, so sind die Wertlie zu substiluiren in den 
beiden letzten Gleichungen. Daraus folgen dann / und t^. 

a:^ + t/^ = a 



88. 



m2 + v^ = b 
xy = UV 

L.X=: 2 ' y = 2 

u = , v = 2 






c* — 2 (a + b) c« + (g — &)' 
4c« 



Hier ist gesetzt 2xy = 2uv ^= t. Das liefert für i die 



Gleichung 



]/a + t + j/b + t = 



Ist ^ gefunden, so ergeben sich mit Hülfe der beiden ersten 
Gleichungen die Unbekannten selber. 



„89-. 



xy = UV = a 
x-\-y + U'\'V = b 



_x^ + y^ + w^ + v^ = c_ 
L.x = {(b+t+y{b + i)''^16a),y = \(b+l—y{b + iy'^ 
u = \(b—t+]/[b^tf—iQa), v=^lb—t—j/{b^^--i^ 

t = ySa — 62 + 2c 

Hier ist gesetzt (x + y) — {u + v) = t und dies zunäclisi 
bestimmt. Mit Hülfe der 2. Bedingung hat man 



(1) 



, b + t . b-t 

^ + y = — ^» u + v = -g— 



B. Gleichungen mit vier Unbekannten. 
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Diese beiden Gleichungen, quadrirt und addirt, liefern, wenn man 
die 1. und 3. Bedingung benutzt, die Gleichung für t. Com- 
binirt man die Gleichungen (1) bezuglich mit 

xy = a und uv=^a, 

so erhält man die Unbekannten selber, wie angegeben. 

In Worten: In einer Proportion ist das Product 
der äussern oder innern Glieder = fl, die Summe 
allerGlieder = ö, dieSummeihrerQuadrate = c. 
Wie heissen die Glieder? — Xy m, v, y. 



„90". 



xy z=: UV = a 

^3 ^ y3 ^ ^^3 _J_ |;3 — - ^ 

L. wie in 89., nur 



t 



= 7/1?^ 



6 — 63 + 4C 



Sb 



Die Auflösung geschieht in derselben Weise, wie bei 89. 
Man benutzt hier, wie bei den beiden folgenden Aufgaben zweck- 
mässig die in I, 376. angegebenen Binomialformeln, von denen 
auch schon in 82., 83. und 84. Gebrauch gemacht ist. 

In Worten: In einer Proportion ist das Product 
der äussern oder Innern Glieder = a, die Summe 
aller Glied er = 6, die Summe ihrer Kuben = c. 
Wie heissen die Glieder derselben? — x, m, v, y. 



91. 



xy =z UV = a 
x + y + u + v^^b 
jx* + y^ + u^ + v* = c 
L. wie in 89., nur 

t = j/sa — 362 ^ 2J/2 (2a — b'^)'^ + 2c 

In W^orten; Wie heissen die 4 Glieder einer Pro- 
portion, in der das Product der innern oder 
äussern Glieders=a, die Summe aller Glieder 
= b und die Summe ihr er 4. Potenz en=^c ist? — 

X, u, V, y. 



270 



B. Oleichnngen mit vier Unbekannten. 



92. 



xy == M» = a 

jc^ + y* + w* + » * = c 
L. wie in 89., nur 



i 



= j/^a- 



6« + 2 



/^ 



— 6«)« 6 + 4c 



66 



93. 



In Worten: Wie beissen die 4 Glieder einer Pro- 
portion, in welclier dasProduct der Innern oder 
äussern Glieder = a, die Summe aller Glieder 
= 6 und die Summe ihrer 5. Potenzen = c ist? 
— X, u, V, y. 

xy =z UV = a 

X + US=i b 

y + v = c 

L.x=^b{l+r},y=^c{l — r},u=^b(l—r},v^^c{l+r) 



=/■ 



4fl 
bc 



Aus der 1. Bedingung hat man 



X 



UV 

y 



Dies in der 2. Gleichung substituirt, giebt mit Benutzung der 
3. Gleichung 

u b 

y c 
Daher setzt man am einfachsten 

U = bk y =: ck 

Wegen der beiden letzten Gleichungen hat man dann auch 

x = b{l — k) v = c (1 — A) 

Diese Werthe sind in der 1. Gleichung zu substituiren, so erhält 
man A. 

In Worten: In einer Proportion ist das Product 

der au SS ern oder inn er n Glieder = «(t die Summe 
der beiden ersten Glieder = 6 und die Summe 
der beiden letzten = c. Wie beissen diese Glie- 
der? — x, M, V, y. 
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94. 



xy =: UV = a 

x+y+u+v=b 

(x + uf + [y + tj)2 = c ^ 

t/ = 1(6 + /) (1 — r) 



t ~j/2c — b 



y = {{b-t){l — r) 
f 6« — c 



Hier ist {x + u) — (y -\- v) =^ t gesetzt. Dann hat man 
wegen der 2. Bedingung 

(1) x+U = i{b + i) y + v = ^{b — t) 

Diese Gleichungen, quadrirt und addirt, liefern mit Benutzung der 
3. Bedingung den Werth für t. Damit ist dann wegen der 1. Be- 
dingung und wegen der Gleichungen (1) diese Aufgabe auf die 
vorige reducirt. ^ 

In Worten: Das Product der äussern oder Innern 
Glieder einer Proportion ist = a, die Summe 
aller Glieder = 6, summirt man das Quadrat der 
Summe der beiden ersten Glieder und das der 
Summe der beiden letzten, so giebt das c. Wie 
heissen die Glieder? — x, u, v, y. 



95. 



xy =s UV = a 
^x + y + u + v = b 

Jx + u)^ + {y + v)'^ = c 
L. wie in 94., nur 



'=/'-^.'=/' 



12ab 
b^^c 



96. 



xy := UV = a 
x + y + u-\-v = b 
Joo + w)4 + (y + v^ = c_ 
L. wie in 94., nur 

= Y— 362 + 2 /2 (6* + c) 



7/l__16f_ 

r b^ — t^ 



In Worten: Das Product der äussern oder Innern 
Glieder einer Proportion ist == a, die Summe 
aller Glieder =:6und dieSummeder4. Potenzen 
der Summe der beiden ersten und derjenigen 
der beiden letzten Glieder = c. Wie heissen die 
Glieder? — x, u, v, y. 
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97. 



xy = UV 
a;2 + y2 + „2 ^ »'^ = 6 

X'^ + y3 -j- m'* + »^ = C 

L. o: = :^ (« + r + \/(a + rf — \Tt) 
y = {{<^ + r - /(a + r)^ -""l6"f) 
ti = {- (a — r + /(^-rr)2 -^16 /) 
v = ^ (« — r — y{a — r)2 — 16/) 

r 3a 



'— 6« 



liier ist gesetzt 

(1) xy = UV :=^ t 

(2) {a: + y)'-{u + v^ = r 

Nachdem die Unbekannten aus den beiden ersten Gleichungen 
durch t und r bestimmt sind, wie in der Lösung angegeben, 
erhält man aus den beiden letzten Gleichungen für t und r 



(3) 



r a^ + r'i = 2 {b + 4/) 1 
La3 + 3ar2 = 4(c + Sai)J 



Es ist nämlich mit Hülfe von (2) 

i>c + y = ^(a + r) u + v = ^{a — r) , 

Diese Gleichungen sind erstens zu quadriren , zweitens zu kubiren 
und in beiden Fällen die gegebenen Gleichungen, wie die Glei- 
chung (1) zu benutzen, so erhält man die Gleichungen (3), aus 
welchen r und t zu bestimmen sind. 

Einkleidung der Aufgabe: In einer Proportion ist die 
Summe der 4 Glieder =: a, dieSumme ihrerQua- 
drate = b, die Summe ihrer Kuben = c. Wie 
heisst die Proportion? — x: u^=^v \ y 



98. 



xy t=! UV 

^^ + y^ + w^ + v' = 6 
_x^ + y^ + w* + ^*==c_ 
L. wie in 97, nur 



r==:f/3ö2 + 2ö + 4ri, t = {{a'^ + rj), r^=)/^[a'^ + bf-^c 
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— 4roJ 



99. 



Die Gleichungen für r und i werden hier 
r «2 ^ r2 = 2 (6 + 4^) 

Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der 4 Glieder=a, die Summe ihrer Quadrate 
==6, die Summe ihrer Biquadrate = c. Wieheisst 
dieselbe? — x \ u^=- v \ y. 



xy = UV 
x-\-y + U'\'V=^a 



^^ + y^ + ^2 + t;2 = ft 
x^ + y^ + M^+ !;^ = c 
L. wie in 97., nur 



r = ^«2 ^ 45 ^ 2ri / = ^(a*^ + Z^ + r,) 



16c 



Die zweite Gleichung für r und t wird hier 
jl^ («5 + 100^2 + 5ar4) = c + |(a3 + 3ör2) ^ _ ^,^^2 

Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der 4 Glieder =a, die Summe ihrer Quadrate 
= b, die Summe ihrer 5. Potenzen = c. Wie heisst 
dieselbe? — x : u ■= v : y. 



100. 



QOy = UV 

x-{'y-^u-j-v = a 



X 



3 



X 



+ t/ + w + v^ = b 
+ y^ + u^ + t^^= c_ 



L. wie in 97., nur 



= j/a 



+ 









a 



b + U 



3a 



•. = f^ 



3 + 26)« — 9ß«c 



— 4<2j 



Die Gleichungen für r und t werden hier 

r i{a^ + Sar^) = b + Sat 

Li (a* + 6a2r2 + r^) —c + 2t («2 + r^) 

Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der 4 Glieder = a, die Summe ihrer Kuben &= 6, 
die Summe ihrer Biquadrate = c. Wie heisst 
dieselbe? 

l^ärdey, Alg-ebräische Gleich uiig^önt 1q 
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xy = UV 
101 oc + y + u + v = a 

x^ + y^ + u'-^ + v'^ = b 
x^ + y'' + u^ + r^ = /• 

L. wie in 97., nur 

^ ~ / 3« 6« 

Die Gleichungen für r und t werden hier 
r {{a^ + Sar^) = b + Sat 1 

Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
aller 4 Glieder = a, die Summe ihrer Kuben = fc, 
die Summe ihrer 5. Potenzen = c. Wie heisst 
dieselbe? — x : u = v : y 



102. 



xy =: UV 

x + y + u + v=^a 

ux + vy = b 

x^ + y^ + w^ + ?^2 = c 

L.x = \(l+t){a + i^) 

y = \{^ — i)i^ — ti)y^ 
u = i(l — t)(a + t,)^ 

v = i{l +0(«-/t)J 
Aus der 1. Gleichung ergiebt sich die Proportion 

X : u =^ V : y. 



=/Sll *.=v^^^^' 



man kann also setzen 



X 

u 



V 

— =z, 



(l) d, h. X = uz i) = yz 

Dadurch gehen die drei letzten Gleichungen über in 



(2) 

(3) 
(4) 






u^ + y^= Y 



+ Z»J 
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Die Gleichung«für z wird demnach 

1 — z -j /c'— 2h 

1 + 2 f c +26 

Der Einfaclilieit halber ist dieser Ausdruck = t gesetzt, also 



(7) 
Nach (6) ist daher 

(8) 
(9) 



'=/r'* 



1+z 



+ 26 






1 + ' 



Da z hiermit gefunden ist, so sind nocii u und y zu suchen aus 
(2) und (3). Man hat zunächst 

(10) «-y = /?^^^=n:i/4*-«H2Ki+^) 



Nun ist wegen (5) 



1+z« ^ 



(11) 



— + z = —C-— = — also 

Z Z 

M — t/ = -4- l/46— «2 + 2c 

^ 1 +z '^ 



Die Wurzelgrösse ist ^der Einfachheit halber = t^ gesetzt, so dass 
man hat wegen (2) und (11) 



(12) 
Nach (9) ist aber 



« + y=i 



a 



+» 



u 



i+ij 



Mithin geht (12) über in 



l + 2 = j 



+ t 



Hieraus endlich 

(13) 



r« + y = ia (i + q 

Lu — «/ == i <, (1 + oJ 



« = i (« + <l) (1 + 1) 

y=i(«-'i) (1 + 

Nach (1) hat man daher für die andern Unbekannten und mit 
Benutzung von (9) 

x = uz = U' j^ = ^ (a + <j) (1 — /) 

v = yz =y j-^ =={{a — <,) (1 — t) 

18* 



(14) 
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Die Gleichungen (13) und (14) liefern die Unli^kannten , wie 
ben angegeben. Die Zeichen von t und /j sind beliebig, so dass 
man hat z. B. für x 

l{l+i){a + t,) i(l-/)(ö + /,) ^(l + t)(a^t,) i(l-/)(ö-/,) 

und entsprechend die andern Unbekannten. 

Die Auflösung wäre einfacher geworden, wenn man gleich 
von vorn herein 

x^ v^ 1 + / 

~^~ y T^l* 
also 

x = X[l + t) w = Aj (1 + 

u = X[l — t) y = Aj (1 — 

gesetzt und die Grössen t, X und X^ bestimmt hätte. Dass aber 
gerade diese Substitution zu machen war, um die Auflösung mög- 
lichst einfach zu bewerkstelligen, war ijicht leicht zu übersehen; 
die oben gemachte lag wenigstens näher. 

Auch diese Aufgabe lässt sich leicht in Worte kleiden: 

Die Summe aller Glieder einer geometrischen 
Proportion ist = a, dieSumme derProducte aus 
den Gliedern je eines Verhältnisses = 6, die 
Summe der Quadrate aller Glieder = c. Wie 
heisst die Proportion? — x \ u=^v : y. 



103. 



xy = UV 

x+y+u+v^a 

ux + vy = b 



3 



^^ + y + W '* + «;'*=: C 



L. sonst wie in 102., nur 

-y/ ö^— 1 8fl6 — 4c + 2r 



'.=/=^ 



— 2«3 + 9«^> + 2c + r 



Man schlage den in 102. angegebenen Weg ein. Die dort der 
Gleichung (4) entsprechende wird hier 

«' + y' = r:R-' 

Man fuidet dann für z durch Elimination von u und y die Gleichung 



a' 



2ß 



(1 + 2)2 + f^ 



z-\- z' 



z 



B. Gleicliangen mit vier Unbekannten. 



277 



Um IiierauB z zu bestimmen hat man wie in der vor. Aufgabe oder 

nach I, 394. (11) zu setzen 

i + t 

z = — ' — • 

1 — t ' 

In Worten: Die Summe der 4 Glieder einer Pro- 
portion ist = a, dieSnmme.derProducleausden 
beiden Gliedern je eines Verhältnisses = 6, die 
Summe der Kuben aller Glieder = c. Wie beisst 
die Proportion? — x : u = v : y. 

X + y = a 



104. 



u -\- V = b 

xy -{- UV = c 

_xu + yvy=^ d 

Ij.x ^\{2a + t + t^) 

y = \[2a^t — t,) 

u = \[2b — t + t,) 

v = \[2b + t-t;j 



i = y(a + bf — 4 (c + (/) 
t^ = flcTZ^b)^ — 4 (c - 



d) 



Die Grössen t und /, können jede für sich oder beide ihr 
Zeichen ändern, so dass im Ganzen 4 Wurzclsysleme entstehen. 
Für die Auflösung hat man 

[x + v) + [y + u) = a + b 
(x + v) ' [y + u)^=c + d 



Daraus folgt 



X '\- V — [y -\- u)^= t 



Ebenso findet man 

X — V — [y — m) = /j u. s. w. 



105. 



x'^ + y^ = ö 
M^ + v^ = ft 
xy -{- UV = c 
XU + yv = d_ 

L, X = ^ [j/a + c + 
« = i ( Vb + c — 



Man setze xy — mv = 



-\-ya — c — t) 

— }/a — c — t) 
+ j/b — c + t) 

— j/b—c + t) 



a&-~rf»)[(fl — 6)^ — 4 (c» — rf8)] 



, so folgen mit Hülfe der drei ersten 



Gleichungen die für die Unbekannten angegebenen Formeln. Dann 
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bestimmt sicir/ aus der 4. Gleichung, indem man hier für die 
Unbeliannten die gefundenen Ausdröclie setzt. Die Gleicliung für 
/ wird 

l/(a + c + t) (h -^ c — l) + yW— c— t)[h — c +1) = 2(1 



1()6. 



x'^ + y*^ = a 

ux >•{• vy = c 
_vx -{^ uy = d_ 



,, X = y - 



b + et + dt x 
b -^ et — rf/, 



2a 



y = y - 



et — rf/j 



26 



b — et + dti 
2« 



t = i/ab — d"^ i^= yab — c'^ 

Hier ist gesetzt 

ux — vy '=^ t 

vx — uy = ti 

Dann bestimmen sich die neuen Unbeliannlen leicht und mit ihrer 
nfilfe auch die ursprünglichen Unbekannten. — Sucht man zu- 
nächst die Producte xy und uv, so erhalt -man folgende Formeln 
für die Unbelcannten : 

"^"^2}^ (/«* + ^^ +^ + j/ab — cd-^X 

^^ 2W^^^^ + crf + r — j/ab — c^ — r), 

u = ry= (j/ab + cd — r + ]/ab — c(/ -f r), 

^ ~ 2V^ ^^^^ + ^^ — ^ — V^^ — cd + r), 



r = j/{ab — c^) [ab 
Man findet nämlich 

cd -{^ r 



d') 



107. 



2xy = 

x^ + y^ = a 

u^ + v^ = 6 

xy + M2; == c 

xyuv =: rf 



cd — r 
2iiv = — 
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L. X = ^ (/a + c + i +ya — c — i) 

y = ^ (/g + c + g — Ya — c-^ i ) 

w = -^ {yT+ c — i + •l/b — c + t) 

v = ^ {j/b + c—t — ]/b — c~+l) 

tz=zxy — UV = j/c'^ — 4</ 

x^ + y'^ = a ~| 
w^ + v^ = ö 

Xy + UV := c 

_x + y + U'\'V = d. 
L. sonst wie in 107., nur 

^a + h + d K2 (a + b~+2c) — d^ 
t = __ _ _ 

Hier ist t zu bestimmen aus der Gleichuns; 



108. 



-/a + c + t + ]/b + c— t = d 



109. 



2a; 



2y _ 

1 + y* 

2m 

1+ u^ "" 

21; 

_1 + »2 ~ 
, 1 — t 1 — t^ 



U 



V 



a 



1 -t' 
1 + 



V 



1 — r 
1 + /^ 



/ 



f^ 1 + ß 



Indem man von der 4. Gleichung ausgeht, hat man mit Holte 
der corr. Addition 

\ — v~r 1 — ö 



110. 



^ + y = w 



M ü 



a 



^2 + y2 + w'^ + v'^= ^m\ 



\j, x = 



VI 



Va^ + ^a +5 



, y=(a + l)x^ u={a+2)x, v = (a + *3)x 
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111. 





X + y ^ V 










oc + u — y 










'6x — V 

3y — « ^ 










,^2+^2 + ^2+^2 


'- — 


löm* 




L 


(2«+ 1) m 


(2- 

yä 


- fi)m 


(1 — 3«)/« («-f3)r« 
yä^-\- 1 ' " Va^ + 1 



{X + y)* + (« + »)'=« 

1,o (x + u)* + (y + e;)*=6 
^"'- (a: + vf + (y + m)2 = c 
o: + y + w + ü = w 

L. a: = I (m + ^2«^ m- + ]/2b — m'^ + /^2c -^~^') 

y = I (m + >/2a — m'^ — ]/2b—m''~ l/2c — n?^ 

u = \{m— ]/2a -^m'^ + }/2b'—'m'^ _ ^2c — m'^ 

v = \(m— /2« — m*^ — j/2 b~-^'^ + ^2c"^ m") 

Man kann Jede Wurzelgrösse einzeln oder mehrere zugleich 
auch mit dem entgegengesetzten Zeichen nehmen. Das gieht im 
Ganzen 8 Lösungen. — Um die angegebenen Formein für die 
Unbekannten zu erhalten, hat man die letzte Gleichung mit jeder 
der drei ersten der lleihe nach zu combiniren. Da kommt 



113. 



(^ + y) — (w + v) =■ ]/2a — m'^ u. s. vv. 
X M — a 1/ u — b z u 



c 



y+2 a ' 07 + 2 b * a; + y 

L (« + 6 + c)2 {x^ + y^ + z'^) + A{x + y + 2)2 u'^ = m^J 

( — a -\~ b -\- c) m 
^' ^ — 2{a + b + c) ]/a^ + fyi + c^ 



y 2{a + b + c) ya^ + 6« +c2 

(« -|- ft — c) m 



a -^ b -\- r 

2 



Ferner 



Man bildet zunächst 

— ^-7— ' — = — , also -——-'—] — = - u. s. w. 

y-f-z a X -f- y -^^ z u 

Die Addition der so erhaltenen Gleichungen liefert u, 
folgt aus der Combination derselben 

X = r^i— r-- (o; + V + ^) u- s. vv. 

Da w bekannt ist, so ergiebt sich die Summe x + y -{- z aus 
der 4. Gleichung. 
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114. 



JC 



2 a — n 
a — 2 m 

2c— u 



X -j- ?/ c — 2 m 

o;*- + y^ + z'^ =■ m*^ 
Am 

Bm 

Cm 

z - 



. 2« — M 

^ ~" 3 (fl — m) 

2ft — M 

^= "air"— m") 

2c — M 



e/ 



~" Ya^ + /?2 + C« C = 3 (c — m) 

«ö + flc + 6c + K(^//> + ffc + />f )g — '6ahv {a + /y +~7) 

rt + /> + c 



Man hat zunächst 

(1) 



2ö — M 



7 u. s. w. 



a? + ?/+i 3(ö — m) 

Die Addition der so umgeformten Gleichungen liefert 

^ 2 « — M j^ 26 — M j^ 2c — M 

3 (ß — m) "*" '6[b— u) "*" 3 (c — MJ 

Da 2a — m — - a — m + a u. s. vv. ist, so lässt sich diese Glei- 
chung auch so schreiben: 



= 



a 



+ 



+ 



a — M h — u c — M 

Sie liefert u, wie oben angegeben. Ist u gefunden, so folgt aus 
(1) weiter 

(2) X =^ A{x -{• y ^ z) w. s. w., 

wo die Grössen A, B, C die oben in der Lösung angegebene Be- 
deutung haben. Die Werthe für x, y, z in (2) sind in der 4. 
der gegebenen Gleichungen zu subslituiren, so erhält man 

m 

X + y + z = y2t +^t:^:^' 

und daher wegen (2) die Unbekannten selber, w|e angegeben. 



Berichtigungen. 



1. S. 14 Nr. 80 1. Jetzt zieht man statt Man zieht. 



OT* ... m' 



JlL 

2. S. 98 Nr. 442 1. = statt 

m — 1 m — 1 



3. S. 135 Nr. 85 ist überall + K^ statt — Yh, und — Tb statt + Yhzw 

setzen. 

4. S. 145 Nr. 136 1. l\^\ac — aä« statt 2 Wac — 3««. 

5. S. 168. Nr. 226 1. 

6. S. 240 Nr. 2 1. + 4, statt + 4,. 

7. S. 240 Nr. 2 1. — 2, statt - 2,. 

8. S. 240 Nr. 2 1. - 1, statt 1^. 
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gr. 8. 1867. geh. 28 Ngr. 

DuIiSIIIIBI, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von 
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und 
analytischen Mechanik an der polytechnischen 8chule in Dresden^ Zweite 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. ^. 1861. 
geh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

Einzelne Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgrabe nicht abgegeben. 

Dur^gB, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie 
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Zweite Auflage. Mit 32 in den Text gedruckten Holz- 
schnitten, gr. 8. 1868. geh. 3 Thlr. 

„Trotz der hohen Bedeutuntr, welche die elliptischen Functionen für die ^esammte Analysis 
für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher 
kein Elementarlchrbuch derselben und der Jünger der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an- 
gewiesen, sein^ Belehrung aus den Quellen (Lesrendre, traite des fonctions elliptiques, und Jacobi, fan« 
damenta fun ct. ellipt., nebst einer grossen Anzahl einzelner Abhandluntren in Crelle's Journal) zu schöpfen. 
Die Herausgabe des vorliegenden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichne^ werden 



und vh ist damit irdL^iifalls uiiip rühlbarc Lücko der Littei-atur zum Besten der Stodicreoden ausgcrüllt 

worden. Das Werk bietet ceiiug', ja hie und da vielleicht mehr als grcnuf^ für das erste Studium 

der R-enialcn SchopfunK'en von i^eg-endrc, Abel und Jacobi. Die Darstellung- muss als sehr deutlich 
bezeichnet werden n. s. w." [Schlömilch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, 1. Hell.] 

Dlirög^6| Dr. H.» ordentlicher Profeaaor am Polytechnicnm za Prag, Ele- 
mente der Theorie der Functionen einer complexen 
veränderlichen Grösse. Mit besonderer Berücksichtigung der 
Schöpfungen Riemann's. gr. 8. 1864. geh. n. 1 Thlr. 18 Ngr. 

,,Ich mochte, nach allen diesen Ueberlcg-ung-cn , das Werk von Durcg-e allen Anfan^rn 
empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen Anschauungsweisen 
erwerben wollen. Ich halte datlir, es sei sehr zweckmässi^r i dass der Lernende ziemlich bald sich 
an die Betrachtung der Eigenschaften der Functionen gewöhnt. Das gewöhnliche mathematische, 
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht überflüssig durch diese neuere Betrachtungsweise; 
OS lassen sich aber oftmals doch sehr grosse Rechnungen ersparen; ferner, was sowohl für das 
Studium, als auch für selbststandige Arbeiten von grosstem Werthe ist, die Möglichkeit g-ewisser 
Darstellungen (als z. B. der elliptischen Functionen durch die &) lässt sich sofort übersehen; es 
wird dadurch leichter, den Faden einer gegebenen Rechnung, welche man nächst udirt, zu behalten, 
und es kann viel zielloses Rechnen bei sefostständigen Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle 
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sicn mit Riemann*schen Arbeiten vertraut machea 
will, zum Vorstudium.'* [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1865, 4. Heft] 

Fiedler, Dr. Wilhelm , Professor am Polytechnikam zu Prag, die Ele- 
mente der neueren Geometrie und der Algebra der binären 
Formen. Ein Beitrag zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen, gr. 8. 1862. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Diese Arbeit des rühmlichst bekannten Verfassers ist aus dem Wunsche entsprungpen, zar 
allgenieincren Verbreitung der Kenntnis der von der ,, neueren Algebra" benutzten Methode bciza 
IraK'cn, und durch ausführlichere Darlegung der betreifcnden Theorien für binäre Formen auf 
8almon*a Vorleeungen aur Blnfflhmnir in di9 Alffebrs der linearen Transformationen vorzubereiten. 

Fort, 0., und 0. SchlÖmllcll, Professoren an der Königl. polytechniscbeo 

Schule in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite 

Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22^4 Ngr. 

Einzeln: 

I. Theil. Analytiscbe Geometrie der Ebene, von O. Fort, i Thlr. TV, Ngr. 
II. > Analytisclie Geometrie des Raumes yonO.Schlömilch. i Thlr. 

16 Ngr. 

Das vorliegende Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzugsweise für den Unterricht 
an technischen unu anderen höheren Schulen bestimmt. Der ungetheilte Beifall, den dasselbe ge- 
funden, hat bereits eine zweite Auflage nöthig gemacht. Wo die fernere Einführung beabsiehti;;t 
wird, stellt die Verlagshandlung dem bctrcfTcndcn Lehrer gern ein Freiexemplar behufs vorheriger 
Prüfung zur Verfügung. 

FuhrUlänil , Dr. Arwed, Assistent für Mathemalik und Vermessungsieh rc an 
der königl. polytechnischen Schule zu Dresden, Aufgaben aus der 
analytischen Mechanik. Mit einem Vorworte von Prof. Dr. 
O. Schlömilch. In zwei Theilen. Erster Theil: Aufgaben 
aus der analytischen Geostatik. Mit in den Text eingedruckten 
Holzschnitten, gr. 8. 1867. 20 Ngr. 

Hartig, Dr. Ernst, Professor der mechanischen Technologie an der k. poly- 
technischen Schule in Dresden, die Dampfkessel-Explosionen. 
Beiträge zur Beurth eilung der Maassregeln für ihre Verhütung. 
Mit lithographierten Tafeln, gr. 8. 1867. geh. 20 Ngr. 

Hesse, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen über analytische Geometrie des Raumes, 
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung, gr. 8. 1861. geh. 

n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

,, Ungeachtet des bedeutenden Aufschwunges, welchen die analytische Geometrie namentlich 
im Verlaufe des letzten Viertel Jahrhunderts einerseits durch die Erweiterung des Coordinatenbe- 
griffes, andererseits durch die Fortschritte der algebraischen Methoden, besonders in der Theorie 
der Determinanten und der homogenen Functionen, genommen hat, fehlte es doch noch bis vor 
Kurzem an einem Lehrbuche, welches geeignet gewesen wäre, den Studierenden der Mathematik 
zur Einführung in diese neueren Disciplinen zu dienen. Für die analytische Geometrie der Ebene 
ist zu diesem Zwecke den deutschen Jüngern der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel in der 
Fiedler'schen üeberlragung des Salmon'schen Werkes in die Hand gegeben worden;, für die des 
Raumes wird die erwähnte Lücke unserer mathematischen Literatur auf eine ausgezeichnete Weise 
durcli das vorliegende Lehrbuch ausgefüllt. Dass der Verfasser desselben vor Allen berechtigt 
war, in diese Lücke einzutreten, dazu hat er sich den Anspruch durch seine rüstige Mitwirkung 
am Ausbau sowohl der analytisch -geometrischen Methoden, als der hiermit im Zusammenhange 
tchenden Theile der Algebra erworben; ein Blick in die letzten zwanzig Jahrgänge von Crelle's 
ournal wird genügen, ihm diese Berechtigung zuzuerkennea. Gegenüber der Stellung des Verfassers 



auf dem Gebiclu der WiRsenBchaFl nmss Referent von einer kritischen Besprechung' des vorlieg-cnden 
Workes absehen, umsomchr, als dieselbe nur auf'Anerkcnnung- dt?s darin dargreleg-len Talentes und der 
Meisterschan in der parstcllung-sweise hinauslauren könnte. — [Folg-t Inhaltsangabe.) Kür Leser, 
welche mit den nöthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren analytisch- geo- 
metrischen Theorien erhalten wollen, kann das vorliegende Werk als eines der wichtigsten Hills- 
mitlel bezeichnet werden u. s. w." (0. Fori, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2. lieft.] 

Hesse, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen aus der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene, 
gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

,,M«n kann ohne Ucbcrtreibung behaupten, dass es sehr wenige Bücher giebt, die auf dem 
kleinen Räume von 182 Seilen eine solche Fülle von Material in einer so eleganten und durchaus 
klaren Darstellung bieten u. s.w." [Schi öniilch, in d. Zcitschr. f. Mathem. 18G6. 2. Heft.) 

vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. 

Separatabdruck a. d.Zeitschr. f. Mathem. u. Physik, gr.8. 1866. geh. 

n. 16 Ngr. 

KaM, Dr. E. , Lehrer der Physik an der Kriegsschale in Dresden, mathe- 
matische Aufgaben aus der Physik nebst Auflösungen. 
Zum Gebrauche höherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht 
bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 

2 TJieile. gr. 8. 1857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

£inze1n : 
I. Theil. Aufgaben, n. 24 Ngr. H. Theil. Anflösungeil. n. 20 Ngr. 

yy Je zahlreicher und umfänglicher man Aufgaben - Sammlungen aus dem Gebiete der reinen 
Mathematik besitzt, desto seltener und verhältnismässig weniger ausführlich hat man sie für 
angewandte Mathematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag für die specielle 
Literatur letzteren Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe Erscheinung auf 
dem ßüchermarkle zu betrachten, wie auch übrigens der Verfasser bei Bearbeitung einer selbst- 
ständigen Sammlung dieser Art zu Werke gegangen sein mag. Wir brauchen indessen bezüglich 
vorliegender Sammlung bei diesem einfachen und allgemeinen Urtheile nicht stehen zu bleiben, viel-' 
mehr wird Jeder nach Einsicht in dieselbe darin mit uns übcreinslimmen, dass dieselbe für den 
Schul- und Privatgebrauch ein recht instructives Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Ver- 
ständnis der Hauptlehren der Physik darbietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der- 
artigen Sammlungen, z.B. von der Fliedner' sehen , auch darin, dass der Gebrauch der Differential- 
und Integ-ralrechnung für einzelne Bcis|>iele nicht ausgeschlossen ist, ohne jedoch die Kenntnis 
dieses Theiles der Mathematik durchgängig vorauszusetzen, indem die Mehrzahl der Beispiele davon 
unabhäng-ig gestellt ist." [Witzschel, in d. Zeilschr. f. Mathem. 1858, 6. Heft.] 

^Offl, ^rithnif, eicmcntc t)onSIRaf^incn aunSd}fl atö ein Seitfabcn 
für @cn)crbfcl)ürer. I. u. IL 3lbtl^. in einem 33be. 3Rit 31 lit^. Xafeln 
u. 1 57 in b. Scrt gebr. §orjfd;n. ^mitt SluSg. 4. 1858. gc^. 1 X^lr. 24 Jlgr. 

^röl^ttle^ $♦,. SitjUingenieur unb bcpallter fianbmcffcr, §anbbud} jumSlb- 
ftecfen t)on 6urt)cn auf ©ifenba^n? unb SEBcöclinien. %üx alte tjor- 
fommenben 3Bin!el unb SRabien aufg ©orgfaltic^jle bered)net unb l^erau^- 
(jegeben. günfteburd^g.Slufl. ÜKit einer gigurentaf et. 8.1867.fteb.l8SRgr. 

,, Vorstehendes Taschenbuch, welches sich durch concise Form und Bequemlichkeit für den 
Gebrauch jedem praktischen Geometer und Ingenieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche 
erforderlich sind, um nach der Methode, von den Tangenten und Hülfstangenten aus den Bogen 
zu bestimmen, Curven für Strassen- und Eisenbahnanlagen abzustecken. Die Einleitung enthält 
eine kurze, dabei aber sehr klare und bündige Instruction für die Ausführung der beim Abstecken 
der Curven vorkommenden geometri.schen Operationen, für die Behandlung der zu diesem Zwecke 
erforderlichen Instrumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Taschenbuchs bildenden 
beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werlhe der Tangente, Bogenlänge, 
halben Sehne, der Coordinalen des Miltclpunktes und dessen Abslandes vom Winkelpunkt der 
Curve für den Radius 1000 und die Grosse des Centriwinkels von bis 120 Grad, um 2 Minuten 
jedesmal wachsend. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen und Ordinaten zur Absetzung äqui- 
distanter Bogenpunkte für alle vorkommenden Radien von 10 bis 10.000. Mehrfache Revisionen be- 
rechtigen den Herrn Verfasser, wie er in der Vorrede sagt, beide Tabellen als vollkommen fehler- 
frei und zuverlässig zu bezeichnen." [Eisenbahnzeitung 1852, Nr. 26.] 

LlndelÖf, Dr. L., Professeur de Math^matiqoes ä Helsingfors, leQons de 
calcul des variations. Redig^es en collaboration avec M. L'abbe 
Moigno. Paris 1861. gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 20 Ngr. 

HstttM6S6n , Ludwig, Dr., Snbrector und Lehrer der Mathematik am 
Gymnasium zu Husum, die algebraischen Methoden der Auf- 
lösung der litteralen quadratischen , cubischen und biquadratischen 
Gleichungen. Nach ihren Principien und ihrem inneren Zusammen- 
hange dargestellt. Erste Serie, enthaltend: Substitutiona-Methoden. 
gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr, 



Mayer, Dr. Adolpb, Beiträge zur Theorie der Maxima und 
Minima der einfachen Integrale, gr. 8. geh. 20 Ngr. 

HittlieillUlgeil d e r K. Sachs. Polytechnischen Schule zu Dres- 
den. Heft I. A. u. d. T.: Versuche üher den Kraftbe- 
darf der Maschinen in der Streichgamspinnerei und Tncli- 
fabrikation, ausgeführt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mechan. 
Technologie an der Kgl. Polylechn. Schule. Unter Mitwirkung der 
Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzel. [VIH u. 72 S. 
mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geb. 

n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

Müller, Dr. J. H. T., Oberachulrath etc., Beiträge zur Termino- 
logie der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr. 

,^8 BiDd nur 2% Druckbog'en, welche der Verfasser unter dem Titel von ßeilrag-en Veröffeat- 
licht, aber wer den Inhalt prüft, wird über die Fülle erstaunen, welche in dem kleinen Räume zu- 
sanimcngedrängi ist n. s. w." [Zeitschrift für Mathematik 1860, 6. Heft.] 

Nemnanil, Carl, ord. Professor in Tübingen, Vorlesungen über Kie- 
mann's Theorie der AbeV sehen Integrale. Mit zahlreichen in 
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten 
Tafel, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 

Eine Darstellung: der Theorie der Aberschen Integrale, durch wriche dieselbe auch denen 
vorständlich wird, deren mathematische Kenntnisse noch g-ering- sind. Der Student welcher sein erstes 
oder seine beiden ersten Semester einigrermassen gilt angpewendet hat, soll durch dieses Buch in 
den Stand besetzt werden, in das Innere jener schwierig'en und bis jetzt fast vollständig;- uoza- 
g-änglichen Theorie sofort und mit vollem Verständnis einzudringren. 

— — ^^ das Dirichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf 
die Eiemann'schen Flächen, gr. 8. 1865. geh. n. 18 Ngr. 

die Haupt- und Brenn-Puncte eines Linsen 



System es. Elementare Darstellung der durch Gauss begründeten 
Theorie, gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr. 

Theorie der BesseTscben Functionen. Ein Ana- 



logon zur Theorie der Kugelfunctionen. gr. 8. 1867. geh. 20 Ngr. 

Roch, Dr. G., de theoremate quodam circa functiones Abelianas. 
4. geh. n. 6 Ngr. 

Ruete, Dr. C. G. Th., Professor and Geh. Medicinalrath , das Stereo- 
scop. Eine populäre Darstellung. Mit 27 stereoscopischen Bildern 
in einer Beilage. Zweite durchaus neu bearbeitete Auflage, gr. 8. 
1867. geh. n. 2 Thlr. 

,,Der Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stereoscopes wie des stereos9opischen Sehens 
behandelt, sondern auch die psycholog-ischen, physikalischen und physiologischen vorbe^iffe vor- 
ausg-eschickl. Er hat die Erklärung- der Erscheinunpren durch Beispiele erläutert, und diese durch 
eine beiffegrcbene Sammlung von stereoscopischen Bildern vermehrt Das Werk ist ebenso wissen- 
schaftlich als populär im wahren Sinne des Wortes g:eschrieben , und es ist nicht blos jedem Ge- 
bildeten, dem das Stereoscop zur Unterhaltung* dient, sondern auch dem Psychologen, Physiker 
und Physiolog-en zum Studieren, dem Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann als Mittel zum Er- 
kennen der Copien vom Orig^inale und der falschen Werthpapiere von echten anzuempfehlen.*' 

[Lukas, in der „Zeitschrift für Stereoscopie". II. Jahrg-ang-, Nr. 19.) 

Reiss, M., Beiträge zur Theorie der Determinanten, gr. 4. 
1867, geh. ' 1 Thlr. 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage, gr. 8. 
1866. geh. n. 4 Thlr. 

,,Es kann das Werk in der vorlieg-enden Form der aufmerksamen Beachtung* aller Studie- 
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf mog-lichst einfachem Weg-e Zugang- zu den 
Resultaten der neueren Forschungrcq auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen; 
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abg-esehen von der vorzügrlichen Methodik des Ver- 
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung- durchaus nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch 
durch die grrosse Meng-e von mehr als vierhundert grossen Iheils vollständig: durchreluhrten Auf- 
graben.'* [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik 1861, 3. Heft.] 



SalmOH, George, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra 
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr. 

Diese deutsche Ausg^abe von Rev. Georg'e Salmon's „Lessons introductory to Ihfe mo- 
dern higher Algrebra" ist in einigten Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 
der £ntaeckung-en vervollständig-t worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine 



Vorlesung^ ^-ewidmet, überhaupt die Determinantentheorie vielfach erweiteTt, namentlich auch die 
Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung stekt In Verbindung mit der volländigeren 
ing- der Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse'schen Determinante, welche als 

Beispiele für eine Form der Behandlung geg-eben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare 



Vorzüg'e vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der 
Uebersichi der ResuUate der Theorie für die biqnadratischen ternären Formen ist auf die schönen 
Untersuchung'en von Clebsch Bezug* g'enommen und ein kurzer Abriss der Resultate gegeben 
worden, 'welche die algebraische Theorie der binären und ternären Formen für die elliptischen Tran- 
scendenten ans Licht gebracht hat. — Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung für die mathc- 
malischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an. 

analytische Geometrie des Raumes. Deutsch be- 



arbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip- 

tiven Geometrie am Polytechnicum zu Prag. 2.Theile. gr. 8. 1863. 

186Ö. geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 

I. Theil: A. u. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie dea Raumes 

und die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 

Unterrichtsanstalten, gr. 8. g^h. 1 Thlr. 24 Ngr. 

II. Theil: A. u.'d. T.: Analytische Geometrie der Curven im Räume und 

der algebraischen Flächen, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 

,,Die ausgezeichnete Begabung des Verfassers für die Darstellung analytisch - g^eometrischer 
Untersuchungen, als auch die Tüchtigkeit des Herrn Uebersetzers sind so anerkannt, dass es unnöthig 
erscheint, irgend etwas zur Empfehlung des vorliegenden Werkes hinzuzufügen.** 

[Literar. Centralblatt , X864, Nr. S8.] 

Sclieffler, Dr. HBnuanil, Herzogl. Braunschweig. Baurath, imaginäre 
Arbeit, eine Wirkung der Centrifagal- und Gyralkraft, mit 
Anwendungen auf die Theorie des Kreisels, des rollenden Rades, 
des Polytrops, des rotirenden Geschosses und des Tischrückens. 
Mit 23 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1866. 
geh. 15 Ngr. 

Schell, Dr. W,, Professor der Mathematik in Marburg, allgemeine 
Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geome- 
trischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr.8. 1859. geh. n. 24 Ngr. 

„Das vorliegende "Werkchen kann allen denen, die sich mit der geometrischen Betrachtungs- 
weise der wichlieen Theorie der doppelt g-ekrümmten Curven , sowie vieler anderer dazu gehöriger 
geometrischer Gebilde vertraut machen wollen,, nur bestens empfohlen werden. Sie werden darin 
ein reiches Material für die Uebung" in der geometrischen Anschauung und Verbindung vorfinden, 
das der Verfasser ihnen in klarer und g-edrän^ter Darstellung vor ÄUjg-en geführt. Wir können 
nur wünschen , dass derselbe dem wissenschaftlichen Publikum seine weiteren Untersuchungen über 
die hier behandelten Gegenstände in nicht ferner Zeit zur Kenntnis bringen möge." 

[Heidelberger Jahrbücher 1859, Nr. 38.] 

f 

Schmidt, Carl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schulein Stuttgart, 
Lehrbuch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13 
lithograph. Tafeln, gr.8. 1867. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thlr. 

Dieses Lehrbuch der Spinnereimechanik beschäftigt sich vorzug^sweise mit dem theoretischen 
Theile des Spinnereifaches. Es zerfällt in vier Abtheiiungen: I. Flaolui- und Wergtplnnerei. 
II. Baiunwollspijinerei. HL Sobafwollspinnerel. IV. BewegungsgaBetse und Bewegongsmecha- 
nlamen fax die Aufwindung des Vorgames — und hat ebensowohl in Gewerb- und anderen tech- 
nischen Schulen, als auch unter den Praktikern des Spinnereifaches allgemeine Anerkennung' und 
weite Verbreitung gefunden. 

©^neitler, Dr. g* g., ebiUneenieur, bic Snftrumentc uttb aöScrf- 
icugc bcr l^ö^crctt unb nicbcrctt SDlcgfuttfl, fotüic bcr gcomc- 
trifd^cnäctd^cnfuttft, i^vcX^cotic, 6onfhuctiott, ©ettauc^ unb Prüfung. 
^it 236 in bcn Xtxt gcbrucftcn ^olafc^nittctt. SSicrte fcl^r \)crbeffcrtc 
unb tocrmel^vtc Stupage. gr. 8. 1861. gcl^. 1 Xi)lx. 15 SRgr. 

' Scl^rbud) bcr gcfammtcn äJlcgfunfl ober SDarflcHung bcr 

Jl^corie unb S^xaxi^ beg iSelbmcffcn^, Slit^cUiren^ unb §6^enmcffen0, 




und Gerälhe- Kunde g-ar nicht entbehren, und leg-en wir besonders auch allen Mitg-liedern unseres 
Vereins die AnschafTung- desselben ans Herz." 

[Landwirthschaftliche Mittheilung-en (Neuhaldensleben) 1859, Nr. i] 

©ifjrJbter, 3. ©♦, faßUd^e «Knleitung gum ßrönblici^en Untcr-- 
rici^t in ber Sllgetra. SRad^ iBctfjjielen auä ben in ÜRciet §it|^'* 
©ammlung entl^altenen ©leid^ungen unb Slufgai&cn. gr. 8. 1850. ^t). 

1 SC^lr. 9 W- 

Neben einer sehr klaren Darstellung- der algebraischen Lehrsätze enthält das Buch ausfuhr- 
liehe Auflösungen aller in Meyer Hirsch's Sammluns' enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche 
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen. 

Stamm, Ernst, theoretische und praktische Studien über den Seif- 
actor oder die selbstthätige Mule- Feinspinnmaschine. Aus ä^^ 
Französischen übersetzt von ErnstHartig. Mit einem Vorwort 
von Dr. J. A. Hülsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden. 
Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text. 
IT. Heft: Kupfertafeln, gr. 4. 1862* geh. n. 4 Thlif. 

Der Herr Verfasser vorliegender Schrift sprach gegen' mich den Wunsch aus, dieselbe'" 
Deutschland einzuführen; ich konnte diesem Wunsche um so bereitwilliger entsprechen, als y, 
Schrift selbst für eine wesentliche Bereicherung der im Fache der Spinnercimeclianik ohnehin niCT» 
sehr zahlreichen Liloialur zu erachten ist, und sich auf eine mechanische Vorrichtung erstreckli 



bcr inilit5rifd)cn Slufna^men ganjct SSnbct, \o\mt bcr gcometri{(!^cn 
äci^entunfl. ä^m ©clbjipubium unb Unterrichte bearbeitet. ®ritte tocr- 
beffertc 9luflaöe. üRit 225 ©ohfd^nitten. ^x. S. 1861. gc^. 2 VHx, 

Die geodätischen Werke Schneitier s entsprechen so sehr einem praktischen Bedürfnisse, 
dass ihre Verbreitung in fortwährendem Steigen begriffen ist. Die vorliegende dritte Auflaee des 
„l^hrbuchs der Messkunsl", welche« mit dem gleichzeitig in vierler Auflage erschienenen Werke: 
„die Instnunento nnd Warkaanffe der Keeakuiut** ein Uanzes bildet, ist eine wesentlich ver- 
besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt ,,Nivelliren" durch Herrn Regierangscondactenr 
Stocken in Breslau vollständig neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erwölert 
worden, deren genaue Kenntnis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossartigen 
I^ndes-Meliorationen (Bruch- und Moorbauten, Drain-Anlagen) ist. Der Preis ist ausserordentlich billig. 

Schneitler, Dr. G. F., und Julius Andr^, CiviHngenieurs , Samm- 
lung von Werkzeichnungen landwirthschaftlicher 
Maschinen und Geräthe nehst ausführlichen Beschreihungen. 
7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Royal-Fol. Text in 4. 1853—1857. 
geh. n. 38 Thb. 

Einzeln : « 

I. Heft, die Drainröhren- und Ziegelpressen auf 7 Foliotafeln: 1) Randeil aod 
Sanders Thonrohrenpresse mit mechanischer Abschneide -Vorrichtung; 2) Drainröhren- 
presse von Egells in Berlin; i)) Doppeltwirkende Drainröhrenpresse von J. Whitehead 
in Preston; 4) Drainröhrenpresse von J. Williams in Bedford; 5) Doppel wirkende Drain- <• 
röhrenpresse von Borie Freres in Paris; 6) Drainröhrenpresse von Mundscheid in r 
Malapane; 7) einfache englische Rohrenpresse. 1853. n. 6 Thir. ' 

II. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Verbesserte Flachs -Brechmaschine von Kulhe; 2) Flachsschwinjg-e- • 
Maschine von J. Bücklers; 8) Patentirter Apparat und Verfahren der Flachs -Dampfr&te 
von Watt in Irland; 4) £. Kacmmerer's Universal -Säe -Maschine. 1853. n. 6 Thlr. : 

HL Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylindergöpel von Barret, £xall u. Andrews I 
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; 3) Häckselschncide - Maschine nach | 
Gillet; Schrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. n. 6 TÜr. i 

iV. Heft oder H. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2) Salmon's J 
Häckselschneide -Maschine; 3) Bedford -Eggen. lSß5. n. 6 Thir. 

V. Heft, oder U. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerei zu Joachimsthal; Göpel vor 
Pinet; Romaine*« Dampfgrabe-Maschine. 1856. n. 6 Thir. 

VI. u. VII. (Doppel)Heft, oder 11. Serie 3. u. 4. Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfcritw- 
Geräthe und Dampfpflüge Englands. Von Dr. C. F. Schneitier. Mit 11 Tafeln. 1857. 

Heft 1—8 herausgegeben von C. F. Schneitier, Heft 4—7 oder IL Serie l^i.'Uefl 
von C. F. Schneitier und J. Andr^e. 

S^Ueitler, Dr. d, g., unb 3^ttlitt8 ?lttbree, eit>il«3nöcnicur8, bic neue- j 

tcn unb tpid)ti0crcn tanbn)irti^fd}aftnd^cn Söiafd^inen unb | 
©crät^c, il^rc %f)toxit, 6onftruction, Sßirtungglpeifc unb Stntpcnbiing. 

6in ^anbbud^ bcr lanbnjirtl^fci^aftlic^cn SWafc^incn- unb ®txatf)dnnk ;, 
jum ©cltflflubium unb Untcrrid^t. Wlit 350 in bcn Xtxt gebrurften 

©ohfd^nittcn. ^x. 8. 1862. gc^. 3 ^lt . 

„Das neueste und vollständigste Buch über landwirthschaftliche Maschinen nnd Gerälhe, 
welches durch seine vozüglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gedieffeaeD 
beschreibenden Text die vollste Anerkennung bei allen gefunden hat, die als Landwirlhe oder Tech- 
niker mit den landwirthschaftlichcn Maschmen und Geräthen sich näher bekannt zu machen Ver- 



Vielehe mit jedem Tag^e grossere ßedeutung- erhält und an deren VervollkommndHg^ ond Nutzbar- 
machung- für andere SpinnstofTe als Baumwolle auch doulsehc Werkstätten sich wesentlich bethei- 
lig-en, den Gegenstand selbst aber in einer Xrt behandelt, welche auch für den der höheren Mathe- 
matik nicht Kundigen, ein Verständnis zulässt. Ich erlaube mir daher Alle, welche sich für das 
Spinnereifach interessieren, auf die in dieser Schrift enthaltenen neuen und eingehenden Betrach- 
tung-en über die Wirksamkeit der einzelnen Mechanismen des Selfactors und über die Mittel, durch 
welche einzelnen Fehlern in dem Producte des Selfactors abgeholfen werden kann, hinzuweisen. 

Dr. J. A. Hülsse in Dresden. 

Steiner's, Jacob, Vorlesungen über synthetische Geometrie. 

2 Bände. 
I. Band: Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Dar- 
stellung. Auf Grund von Universitätsvorträgen uifti mit Benutzung 
hinterlassener Manuscripte Jacoh Steiner^s bearbeitet von Dr. C. 
F. Geiser, Docent der Mathematik in Zürich. Mit vielen Holz- 
schnitten, gr. 8. 1867. geh. 1 Thir. 20 Ngr. 

II. Band: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projek- 
tivische Eigenschaften. Auf Grund von Universitätsvorträgen 
und mit Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacoh Steiner^s bear- 
beitet von Dr. Heinrich Schröter, ordentl. Professor a. d. Univer- 
sität zu Breslau. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 1867. geh. 4 Thlr. 

VorläOHdor , L L, Königl. Preuss. Cataster - Inspector und Steoerrath, 
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischer Mes- 
sungen, gr. Lex.-8, 1858. geh. 15 Ngr. 

— — über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz 
oder überwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh. 

n. 20 Ngr. 

Wobor, M. M. Froill. von, Ingenieur, Konigl. Sachs. Eisenhahn-Director etc., 
die Technik des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die 
Sicherheit desselben, gr. 8. 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorliegende, von der Kritik einstimmig als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten 
unentbehrlich bezeichnete Werk behandelt den technischen Eisenbahnbetrieb in Bezag* auf die 
Sicherheit desselben in folg'enden Hauptabtheilung>en , deren jede wiederum in eine grosse Anzahl 
von Unterabtheilunaren zerfällt, so dass nichts unerörtert bleibt, was nur irg-end für den behandel- 
ten Geg'cnstand in Frag'e kommen kann, nämlich: 

I. Wege mid Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung', d. die Stationen. 
n. Betriebsmittel, a. f^ocomotiven. b. Personenwag>en. c. Gülerwag-cn. III. Be- 
waohiuaff. IV. Signale. V. VI. Böswilligkeit, Unregelmässigkeit, atmospbärisolie Ein- 
flüsse Seo, VII. Asseonranaen. Schi uss wort. 



— ^ die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 
specieller Rücksicht auf C. J. Dum^ry's Erfindung. Mit 3 lith. 
Tafeln, gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr. 

Durch die Erfindung* Dumery's ist ein lang>e angestrebtes Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
vollständig^ erreicht, doch näher g-erillckt, als durch alle früheren Bemühung-en. Die vorlieg-ende 
Schrift beleuchtet die Dumäry'schen Vorkehrung'en zur rauchfreien Verbrennung* der Steinkohlen 
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnung'en anschaulich. 



— die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa- 
giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung 
der Eisenbahn - Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

Der Verfasserweist nach, mit welchen Mitteln die Eisenbahn - Verwaltang-en ohne fühlbaren 
Druck auf das Publikum sich von der Sorg-e um die 'Beschaffung* der Geldmittel für die Pensionie- 
rung und Unterstützung* der Beamten, diese selbst aber von der schweren Last der Beisteuer zu 
deu Unterstützungfscassen befreien können. ' 

— ^— die Gefährdungen des Personals beim Haschinen- 
und Fahrdienst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 1862. 
geh. 12 Ngr. 

Dieses Schriftchen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn -Beamten und Arbeiter g-ewidmct. 
Die auf langjährigpe Erfahrung- gpestützten Vorschlägpe des rühmlichst bekannten Verfasser« haben 
bereits vielseitige Bcrücksichtig^ung- gefunden. 

WiBUer, Dr. Christiail, Professor an der Pol^'technisclieii Schule zu Carls- 
ruhe, über Vielecke und Vielflache. [VIT! u. 31 S. mit 
• 3 lithographierten Tafeln.] gr. 4. geh, 24 Ngr. 



WitZSChel, Dr. Bonjanün , Grundlinien der neueren Geometrie 
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Verhältnisse an 
Systemen von Punkten in einer Graden und einer Ebene. Mit in 
den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. geh. n. 2 Thlr. 

Vorlieg-ende Grundlinien der neueren Geometrie sind Tdr den erstten Unterrieht in diesem 
Zweige der Mathematik bestimmt und die g'anz elementare Entwickelung* des Gefenstandes dürite 
in besonderen Fällen die Lehrer der Geometrie veranlassen, einige Partien oder Sätze der neaeren 
Geometrie in den seither üblichen Unterrichtscursas mit aufzunehmen. — Dass das Bach als «ne 
vorzüg-liche Bereicherung' der mathematischen Xiteratur angesehen werden muss, hat Herr Prdf. 
Mretschneider in Gotha in einer ausführlichen Beurtheilung in der „Kritischen Zeitschrift für 
Chemie, Physik und Mathematik" Heft Ili, S. 2ö8 ff. nachgewiesen. 

WÜUner» Dr. Adolph, Director der Provinzialgewerbeschale zu Aachen, 
Lehrhuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
nutzung von Jamin^s cours de physique de T^cole polytechnique. 
Zwei Bände in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
druckten Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Farben- 
druck. Zweite unveränd. Auflage, gr.8. 1866. geh. n. 11 Thlr. 20Ngr. 

Einzeln : 
I. Bandes 1. Abth. Meohanik und Akustik, n. 2 Thlr. 16 Ngr. 
I. » 2. Abth. Optik, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 
II. » 1. Abth. Wärmelehre, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 
II. » 2. Abth. Die Lehre vom Magnetismus und der Electricität. 

n. 4 Thlr. 10 Ngr. 

Die wissenschaftlichen Vorzilge dieses neuen, elegant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik 
sind von der Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer- 
seits die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
welche tierer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorsdhule zu dieoeo, 
es hat aber, ohne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabe 
mehr ins Auge gefasst , als dies von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen ist. 

Die V erlagshandlung freut sich , ein Urlheil des Herrn Professor J o 1 1 y in München beifüg-en 
zu können, welcher sich folgendermassen über das Buch ausspricht: 

„Das Lehrbuch der Physik von WüUner ist eine sehr gelungene Arbeit , die sich, obschoa 
es unserer Litteratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt, dennoch rasch Bahn brechen wird. Im ein- 
leitenden Theil der Mechanik schliesst sich WüUner noch vielfach an das Lehrbuch vou}amia 
an, sehr bald geht aber der Verfasser zu einer gpanz selbstständigen Arbeit über, in welcher das 
l^hrbnch von Jamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker 
in ^össerer Ausführlichkeit vorgetragen sind. Wüllner's Lehrbuch hat zunächst vor dem fran- 
zösischen Werke schon den Vorzug, dass in grosser Vollständigkeit auch die Arbeiten nicht fnn- 
zösischer Forscher Berücksichtigung gefunden nahen. Es hat aber zugleich in der Litteratur der 
Lehrbücher einen entscheidenden Vorzug dadurch , dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel in kri- 
tischer Auswahl und Beleuchtung die Originalarbeiten, auf welche die Untersuchung* sich stützt, 
speciell angegeben sind. Der in die Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufeodea 
Litteratur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugrehen hat, wenn 
er im fortschreitenden Studium der Fovschung sich widmen will. Beschränkt sich der Verfasser 
zunächst auf den Gebrauch del* Elementarmathematik, so sind doch zugleich überall die Wege be- 
zeichnet , die zum Verständnis der analytischen Behandlung führen , und die den Anf^g-er befähigen, 
sobald er die Sprache der höheren Mathematik sich angeeignet hat , mit Leichtigkeit den betreffenden 
monographischen Arbeiten zu folgen. Wäre der Ausdruck 2,eine literarische Erschei- 
nung befriedige ein längst gefühltes Bedürfniss" nicht allzusehr verbraucht, 
so würde ich ihn über das Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeug'ung ge- 
brauchen." Jolly. 



^-^— Einleitung in die Dioptrik des Auges. Mit 19 Fi- 
guren in Holzschnitt, gr. 8. 1866. geh. 24 Ngr. 

Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausgegeben unter 

der verantwortlichen Redaction von Dr. 0. Schlömilch, Dr. B. 

Witzschel, Dr. M. Cantor und Dr. E. Kahl. I — XII. Jahrgang 

1856 — 1867, 6 Hefte jährlich, gr.8. geh. ä Jahrgang n. 5 Thir. 

I. — III. Jahrgang, herausgegeben von O. Schlömilch und B. Witzschel. 
IV. > » » denselben und M. Cantor. 

V.— XII. » » » O. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Cantor. 

Zetsche, Dr. Karl Ed., die Copirtelegrapheu, die Typendruck- 
telegraphen und die Doppeltelegraphie. Ein Beitrag zur 
Geschichte der elektrischen Telegraphie. Mit 110 Holzschnitten, 
gr. 8. 1865. geh. n. 1 Thlr. 26 Ngr. 



Druck von R. G. Teubner in Leipzig. 
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